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SUR UN THEOREME (*] DE DETERMIMANTS 

Par M. E. Pomey* 



Théorème I. — Si Von pose 



D = 



A = 
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D = AB. 



Xip 



• • • ^np 



. . b 



ip 



tpp 



hp 



fpp 



La proposition est évidente pour n = i; comme on le vérifie 
en développant D, par rapport aux éléments do la première 



(*) Ce théorème sert quelquefois de base à la démonstration du théo- 
rème de Gauchy, relatif au produit de deux déterminants (Voyez: Doslor , 
Élémsnts de la théorie des déterminants, p. 65.) 
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colonne. Pour démontrer que la proposition est générale, il suffit 
de Tadmetire pour une certaine valeur entière de n et de 
reconnaître qu'elle subsiste, quand on donne à n la valeur 
immédiatement supérieure. 

A cet effet, désignons par Ai le mineur de A obtenu en sup- 
primant la première colonne et la i^°^^ ligne de A; et par Xi, le 
tableau formé par les éléments x, après la suppression de la 
^ème ligne. En développant D, par rapport aux éléments de sa 
première colonne, on a 



(i) D = an 



A,:X, 
OÏÏB 



O21 



A, Xj 



-{-...+(— i)"-*a 



ni 



An'Xn-i 

6] b" 



(*) 



Or, Al, Aj, ..., A„ sont les déterminants d ordre n — i pour 
lesquels nous admettons la proposition. D'après cela, les 
coefficients de a^, — «21) ••• «lans la formule (1) ont pour 
valeurs, respectivement, A^B, AjB, ..., A»B. Par suite, la for- 
mule (1) peut s'écrire : 

D =(aii Al -^ «21 A, H- ... +(- i)"-* Uni A„)B, 
ou D = AB. 

La proposition est donc générale (**). 



LIMITE DE L'EXPRESSION 



1 V r» 



PlOT H- Pa^r -h ,,. -\- Pndn 



Pl+ P%+ ... -^ Pn 
LORSQUE m CROIT INDÉFINIMENT 

Par M. C A. liaisant^ Docteur es sciences. 



1.- 



Si Ton désigne par y l'expression ci-dessus, on a 

Pi -H Jt?a + . . , 4- Pn 



(*) Nous employons là une écriture symbolique qui s'explique d'elle- 
même. 

(**) Comparez avec la démonstration analogue, donnée par M. Cata- 
lan dans les Bulletins de l'Académie de Belgique, tome XIII, p. 8. 
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OU, en posant m = - 



.X , ^ ^X , , ^ ^Xs 



Lt/ = ^ Pi -^-• P> + . . . + Pn / ^ 

^ X 

Soit yo la valeur de y, pour m = oo . Lorsque m tend vers 

l'infini, x tend vers zéro: le second membre prend la forme - • 

o 

On aura donc la valeur de L^o» en prenant les dérivées des 
deux ternies (ou plutôt celle du numérateur seulement, 
puisque celle du dénominateur est égale à Tunité), et en y 
faisant x — o. Cette dérivée est 

PiafLa^ + p^a^Lo, 4- ... -h PnajLan 

Pour X = o, on a donc 

PiLa^ 4- PjLflj 4- . . . + pnLan L(of 'aj2 . . . of^» ) 

Lpo = = » 

Pi 4" Pi 4- ... 4- pn Pi4-Pa4-. . ; 4-pn 

ou Lyo := L[; — -—-..^/af'oj^ . ^aPnJ , 
et, par conséquent, 

2. Applications. — 1<^* Lorsqu'on fait p^ = p^ -.= .,, 
= ji?n ■= I , on a 

,. (ar4- ar4- ... -+-a;ri / 

lim \^ / = \/a^a^.,,an* 

En supposant a^ = i, a^ = 2, . . . r„ = n, on a 

,. ( I"* 4- 2»»» 4- ... 4- n'A «/— : 

2® En remplaçant «j, a^, ... (/„, par les termes de la pro- 
gression 

i,?, 9», ... 9»»-», 

1 i 1 û-~ I 
on a a? 4- a? 4- . . . 4- a^T = —^ ' ' 



^m 



9"* — I 
n(n— I) 



et a^Oj • . . «n = 9 ^ 
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n \. ^ 

g"*— I 



Donc lim | —^ j = y^ç'" 

n"» — I 



-1 



etc. 



NOTE SUR LE THÉORÈME DE VÂRIGNON ; 

Par M. Georges Darzens, ancien Élève de TËcole Polytechnique. 



Le théorème de Varignon consiste en ceci : si Ton a plusieurs 
vecteurs issus d'un même point et si Ton se propose d'avoir le 
moment résultant de tous ces vecteurs par rapport à un second 
point, il est indifférent de prendre le moment de chacun de 
ces vecteurs et do les composer, ou de composer d'abord tous 
ces vecteurs et de prendre ensuite le moment de ce vecteur 
résultant. 

J'ai voulu généraliser ce théorème; et je me suis posé la 
question suivante : 

Supposons que Ton ait deux points M et N; Ton se donne 
un vecteur NQ et de ce vecteur on en déduit un second MP 
suivant une loi connue et bien déterminée. Quelle doit être 
cette loi pour qu'on obtienne le même résultat, soit en com- 
posant les vecteurs MP^, MPj... déduits de NQ^, NQ,..., soit 
en composant d'abord les vecteurs NQi, NQ, et en en déduisant 
ensuite, suivant la même loi, le vecteur correspondant passant 
par M? 

Pour trouver l'expression analytique la plus générale de 
cette loi, prenons un système de coordonnées passant par M; et 
désignons par x, y, z, les coordonnées de N ; par X, Y, Z, les 
projections de NQ; et par A, B, C, celles de MP. La loi la plus 
générale que l'on puisse imaginer est exprimée par les for- 
mules suivantes : 
A = ?fe,j/,2,X,Y,Z), B = x{x,y,s,X,Y,Z\ G=..^x,y,z,XXZ). 

D'après l'énoncé, chacune des fonctions ?,x»^ doit jouir de 
la propriété suivante ; 

SA = 9{aj,y,5,SXSYSZ), 
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quels que soient X, Y, Z. On doit donc avoir 

Les fonctions 9^, 92» ?«> Xi-»« peuvent d'ailleurs être quel- ' 
conques. Mais si Ton veut de plus que la loi soit indépendante 
de la direction des axes, que ce soit, en d'autres termes, 
une véritable loi naturelle, il n'y aura plus que trois fonctions 
arbitraires; car B et G doivent pouvoir se déduire de A par 
permutation tournante : 

^ = ?i(x,j/,2)X 4- (p,(a;,t/,^)Y + (p3(x,i/,3)Z, 
B = 9i(t/,if,x')Y -4- (p,(t/,j55,a?)Z 4- (p8(i/,^,a3)X, 
G = <pi(^,a?,î/)Z + cpj(a,ir,y)X 4- ^^(z,x,y)Z. 
Déterminons les fonctions arbitraires dans un cas particu- 
lier; exigeons, par exemple, que MP soit perpendiculaire au 
plan MNQ. 

On devra avoir : 

AX 4- BY H- GZ = o. 

Mais nous savons que A, B, G sont des fonctions linéaires de 
X, Y, Z. Donc A, B, G ne peuvent être que les mineurs corres- 
pondant aux lettres a, p, y dans le déterminant 

a g Y 

X Y Z 

fii^^y^z) U^^Vy^) A(^»!/»») 

De plus, on doit avoir 

Aa? + Bt/ 4- G55 = o, 
X y z 

ou X Y Z = o; 

A h fn 

quels que soient X,Y,Z,a;,y,if, donc 

A = Kx, f, = Ky, /; = K»; 

et, finalement 



A= K 



X 

X 



y 

Y 



B = K 



y 

Y 



Z 



G = K 



z 
Z 



X 

X 



On retrouve ainsi, à un facteur constant prës, les expres- 
sions des moments. 

Ge théorème, qui montre que la loi des moments est la seule 
qui puisse admettre le théorème de Varignon, lorsque MP est 



8 JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

perpendiculaire au plan MNQ, a une importance considérable 
dans les sciences naturelles. 

Considérons, par exemple, un élément de courant ds situé 
dans un champ magnétique, dont la force, à Tendroit où se 
trouve l'élément de courant, est représentée en grandeur et 
direction par NQ. On sait que tout se passe comme si l'élément 
de courant était sollicité par une force perpendiculaire à MNQ 
et égale à ids¥ sin a. MP n'est donc autre chose que le moment 
de NF par rapport à M. Eh bien! un Physicien mathématicien 
aurait pu énoncer cette loi en sachant seulement que la force 
qui paraît solliciter l'élément est perpendiculaire au plan MNQ; 
ce que l'expérience peut vérifier facilement. 

En effet, l'élément du courant n'a aucun instinct particulier 
qiai puisse l'avertir si le champ magnétique oii il se trouve est 
simple, ou s'il résulte de la superposition de plusieurs champs. 

Par suite, la loi qui détermine la force qui sollicite l'élé- 
ment en fonction de la force du champ, doit être telle qu'elle 
donne le même résultat, soit que l'on compose d'abord les forces 
des différents champs et qu'on déduise ensuite de cette résul- 
tante la force qui sollicite l'élément, soit qu'on compose les 
forces dues à chaque champ en particulier. 

Cette remarque est particulièrement importante, si l'on se 
souvient que la loi de Biot et Savart a été plutôt démontrée 
par les conséquences qu'on a déduites, que par l'expérience 
directe du courant angulaire. 

Cette courte analyse nous a été suggérée par les savantes 
leçons de M. Bertrand, au Collège de France. 



RECHERCHES 

SUR LES PERMUTATIONS CARREES 
Par le Général Michel FroloT. 



Voici ce que nous entendons sous cette dénomination. 
. Parmi les Pn = i X 2 X 3... x n permutations de n lettres, 
on peut faire choix de n permutations telles que, dans chacune 
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d'elles, chaque lettre occupe un rang tlifTérpnt, de sorte qu'en 
rangeant ces n permutations les unes au dessous des autres, en 
carré, toutes les rangées verlicales représentent aussi des 
permutations composées do n lettres, chacune d'elles n'y 
entrant qu'une seule fois. La figure ainsi obtenue formera 
une permutalion carrée. 

Il peut paraître, à première vuo, qu'en transposant entre 
elles les lignes horizontales et les lignes verticales d'un carré 
de cette espèce, on obtiendrait toutes lespermutations carrées; 
et que, par conséquent, leur nombre serait égal à (Pn)'; mais 
il n'en est rien; car parmi les variantes, obtenues de cette 
façon, certaines seraient identiques entre elles, et, d*un autre 
côté, pour des valeurs de n, dé- ^ 

passant 4, le nombre des permu- 
tations carrées excède de beau- 
coup la quantité (Pn)'. 

Nous présentons, dans cette 
Note, un résumé des résultats 
de nos recherches sur cette ques 
tion. 

Soit donné un carré quel- 
conque A. ir est évident qu'en 
transposant les lignes horizon- 
tales et les lignes verticales, on 
peut toujours transformer le carré de telle façon, que les lettres 
des premières lignes, horizontale ou verticale, soient dis*posées 



d 


e 


a 


c 


b 


b 


c 


e 


a 


d 


e 


b 


c 


d 


a 


c 


a 


d 


b 


e 


a 


d 


b 


e 


c 



dans l'ordre alphabétique. Nous 
appellerons types les carrés ar- 
rangés de cette façon. En géné- 
ral; un carré à n colonnes peut 
donner, par cette transforma- 
tion, n types différents; car on 
peut mettre en première ligne, 
en haut, chacune des n lignes. 
Ainsi, le carré A, arrangé d'après 
chacune de ses cinq lignes, donne 
cinq types différents Ai, A,, A,, 

A4, Aj l 
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Nous dirons que les n types provenant d'un même carré sont 
congénères. Mais il y a des carrés qui ne produisent qu'un seul 
type; par exemple le carré B ne produit que le type unique G. 

B C 
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Nous appellerons ces carrés lypes réguliers pour les distin- 
guer des premiers, qui seront nommés irrégulkrs. Cette dis- 
tinction est essentielle pour déduire le nombre des permuta- 
tions carrées. 

En considérant un carré régulier, on observe que tout rec* 
tangle composé de quatre cases occupées par des lettres 
quelconques s*y trouve n fois, avec les même lettres semblable- 
ment disposées. Par exemple, dans les carrés B et G, il y a 



cinq rectangles 




. Nous appellerons cette propriété: 



D 



uniformité rectangulaire. Dans des carrés irréguliers, elle ne 
peut se rencontrer que partiellement; tandis que, dans des 
carrés réguliers, elle a lieu intégralement pour tous les rec- 
tangles (*). On peut exprimer l'uniformité rectangulaire en 
disant: si l'on prend deux lignes quelconques; et si les deux 
lettres de l'une sont remplacées par deux lettres quelconques 
de l'autre, le même échange de lettres existera entre toutes 
les autres lignes. 

Tous les types réguliers 
sont nécessairement symé- 
triques par rapport à la dia- 
gonale principale, celle qui 
descend de gauche à droite. 
Les types irréguliers peu- 
vent également être symé- 
triques; comme par exem- 
ple le type D qui présente 
aussi quelques rectangles 
uniformes : 



a — b 
b — a 


> 


a — c 
c — a 



etc. 
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(A suivre») 



(*) Le nombre des rectangles différents dans un carre de iir cases est 
égala"'"- '>'"•-"-'>. 
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NOTE 

SUR LA QUESTION PROPOSÉE AU CONCOURS GÉNÉRAL (1889) 

Par M. Ci. Papeller, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée d'OrléaDs. 



Dans la recherche de Tonveloppe des tangentes T aux 
coniques G, il est inutile de tenir compte de la condition (2) 
(voir Journal, 1889, page 199, solution de M. Rezeau); car le 
paramètre X se trouve tout éliminé. Il résulte de là que la 
courbe trouvée est aussi Teriveloppe des droites B, perpen- 
diculaires aux droites qui joignent leur pôle au point 0. Les 
axes de la conique jouissant de cette propriété, sont tangents 
à cette même courbe. 

Or si nous supposons que la conique G reste fixe, il y a 
une infinité de droites B, que Ton peut conslruire de la façon 
suivante. 

Menons une droite quelconque par le point G; et, de son 
pôle, abaissons une perpendiculaire sur cette droite ; cette 
perpendiculaire est une droite B. On sait que cette enveloppe 
est une parabole tz tangente aux deux axes de la conique G 
(Ghasles, Traité des sections coniques, p. 145). 11 résulte donc, 
de la solution analytique du problème du Goncours, que si 
la conique G se déplace, en demeurant tangente à quatre 
droites équidistantes du point (1), la parabole tc reste fixe, 
de grandeur et de position. 

Je me propose d'établir ce résultat par de simples considé- 
rations géométriques. 

Soit I le centre d'une des coniques G ; la droite 01 est fixe; 
c'est la droite qui joint les milieux des diagonales du quadri- 
latère formé par les quatre droites. Je dis que cette droite 
est la directrice de la parabole tc qui correspond à la conique G. 
En effet, les tangentes à la parabole, issues del, sont les axes 
de G; par suite, elles sont rectangulaires. Gherchons les tan- 

(l) On peut, si ron veut, faire abstraction de la parabole P de renoncé, 
puisqu'il existe toujours une parabole, et une seule, tangente à quatre 
droites. 
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# 

genicB issues du point 0. Si une droile B passe par le point 0, 
elle est perpendiculaire à la droite OH qui joint son pôle H 
au point 0. 

Cette droite B et la droite OH forment un système de deux 
droites rectangulaires et conjuguées par rapport à la conique; 
ce sont donc les bissectrices des angles des deux tangentes, 
issues du point 0, à la conique G. Ce sont les deux droites B 
issues du point 0, c'est-à-dire les deux tangentes à la para- 
bole. Comme elles sont rectangulaires, le point est un point 
de la directrice. Donc déjà la directrice de la parabole :? est fixe. 

Je vais montrer de même que les deux droite^ B, issues du 
point sont fixes. Pour cela, les tangentes, issues du point 0, 
à toutes les coniques C sont en involution : elles sont donc 
divisées harmoniquement par les deux mêmes droites. Mais, 
parmi les tangentes se trouvent les deux droites isotropes, qui 
sont les tangentes issues du cercle de centre 0. Or, ces droites 
ne peuvent être divisées harmoniquement que par des droites 
rectangulaires; donc les rayons doubles de Tinvolution sont 
rectangulaires : ce sont donc les bissectrices des tangentes à 
toutes les coniques issues du point 0; donccesdroites sont fixes. 

Je dis enfin que les paraboles 77 ont même tangente au 
sommet. Tout revient à mener, à la parabole tc, une langento 
parallèle à 01. Je trace OL perpendiculaire à 01; et, du pôle K 
de OL j'abaisse KM perpendiculaire sur OL : c'est la tangente 
au sommet. Tous les pôles de la droite OL sont en ligne droite : 
cette droite, passant par le pôle de OL par rapport au cercle 
est parallèle à 01; donc c'est la droite KM. 

En conséquence, toutes les paraboles tt ont même directrice, 
même tangente au sommet, 
mêmes tangentes issues du 
point : elles coïncident; et 
le problème est résolu. 

On peut maintenant déter- 
miner les éléments de la pa- 
rabole 7c, en fonction de ceux 
do la parabole P. 

La directrice de tt est la droite 01, menée deO, parallèlement 
à l'axe de P. Cet axe est la tangente au sommet de tu. La 
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bissectrice OD de Tangle lOP est tangente à la parabole tu. 
Donc si, par le point D, où elle rencontre l'axe de P, je mène 
une perpendiculaire à OD, elle coupe OF au foyer 4> de tt; 
et Ton voit aisément que OF = F$. 

La parabole tt est ainsi déterminée par son foyer et sa direc- 
trice. On retrouve les résultats de la discussion analytique. 



EXERCICES ECRITS 



- 7. — Soit un triangle de référciiCC quelconque ; au point (3?o, 
yo» '^o^ (*) 011 ^sti*- correspondre la droite Ao dont l'équation est 

— H h — = O. 

Ainsi, au point de concours des bissectrices du triangle de 
référence correspond la droite j: + y + ;3 = o;au centre de 
gravité, la droite de l'infini ; au point de concours des hauteurs 
la droite x cos A + j/ cos B + 2 cos G = o, etc ; j'appelle 
Mole pôle de la droite Ao; je dis, de même, que Âo est la 
polaire du point Mo. 

SoitA^ la droite ayant pour pôle M; les polaires des points 
situés sur A^ sont tangentes à une conique inscrite au triangle 
de référence, et le touchant aux points a, p, y tel que Aa, Bp, 
Cy concourent eu M. Cette conique l^ sera dite conique inscrite 
correspondant à M. 

Le lieu des pôles des droites passant par un point fixe est 
une conique 0^ circonscrite au triangle de référence, dite 
conique circonscrite con*espondant au point M. 

Les deux coniques C^ et Im sont bitangentes, la corde de 
contact étant A^. 

Le lieu géométrique des points M, tels que la conique I^ soit 
une parabole, est la couic|ue circonscrite Cg correspondant au 
centre de gravité G. 

Le lieu géométrique des points M, tels que la conique C^ soit 
une parabole, est la conique inscrite I^, correspondant au centre 
de gravité G. 

(*) Coordonnées normales, 
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Les deux coniques I^ et Cg sont homothétiques et concen- 
triques. 

Le lieu des points M, pour lesquels la conique Im est une 
parabole équilatère est une courbe du quatrième ordre A^ 
admettant comme points doubles les sommets du triangle de 
référence. - 

Le lieu des points M, pour lesquels les coniques Cm sont 

des hyperboles équilatères, est la polaire du point de concours 

des hauteurs. „ , , 

Raymond LeiavusseuVy 

(Professeur de Mathématiques spéciales 
au lycée de Moulins). 

Notes sur rexercice 26. 

1« En posant %ox = %'oy = a, Thyperbole équilatère considérée a 
pour équation 
(x — a cos* a)(a5 — & sin a c>^s a^ — (y — a sin a ces a)(y — b ces* a) = o. 

La courbe correspondante passe par Torigine. 

2* Le lieu du centre, ou le lieu du milieu do RR', s'obtient en élimi- 
nant a entre les équations 

205 = o cos* a + 6 sin a cos a, 2y = 6 cos* a + a sin a cos a. 

On les écrit ainsi : 

a cos 2a -h 6 sin 2a = 4rc — a, 

a sin 2a 4- 6 cos 2a = 4V — h. 

L'équation du lieu est 

(o> — 62)« = I 0(40; — a) — 6(41/ — 6) I» H- j 0(4^ — 6) — b[^x — o)|«. 

La courbe correspondante est une ellipse. On vérifiera facilement que 
son centre est au milieu de la médiane OG du triangle OAB. Les axes 
sont dirigés suivant les bissectrices des axes proposés : ils ont pour 

a -\- h a — 6 
longueurs, respectivement , . 

3* Le lieu demandé est une ellipse. En observant que S et T décrivent 
deux droites fixes passant par T origine et, en prenant OS, OT pour nou- 
veaux axes, on trouve 

(x 4- Y cos e — - j -h (X cos 6 + Yj» = -^. 

En posant : c* = a> + 6*. 

4** L'équation générale des cercles F peut se mettre sous la forme 

rX rY rY 

\± cos <p + — Sin ç = X« + Y« + 2XY cos - —, 
22 2 

L^enveloppe demandée a donc pour équation 

X» + Y» 4- 2XY cos — —V = —(X* -+- Y»). 

2 / ,4 
Cette équation représente une quartique bi- circulaire, ayant un rebrous- 

scment à Torigine. 

Nota. — M. Mayoux, maître répétiteur au collège d'Issoudun, nous a 
envoyé une solution très simple, difiérente de laprécôdente, de TexerciceSG. 



(^ 
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La coincidenza dei due xnetodi d'approssimazione di Nei^^on 
e Lagrange nelle Radici qaadrate irrazlonali dei nuxneri 
interl, per Bellino Carrara. 

On sait que, pour approcher d'une racine d^une équation, il y a deux 
méthodes : cel'e de Lagrange et celle de Newton. Il est évident qu^elles 
peuvent être appliquées à l'extraction de la racine carrée d'un nombre 
entier N, et il est naturel de comparer les résultats ainsi obtenus. C'est la 
question que s'est proposée M. Bellino Garra^a et qu'il a résolue dans une 
brochure publiée à Turin sous le titre La coincidenza dei due mctodi d'ap- 
prossimazione di Neivton e Lagrange nelle Radici quadrate irrazionaU dei 
numeri inteiH. __ 

L'auteur montre d'abord qu'en développant ^N en fraction continue 
périodique, et désignant par n le nombre des quotients incomplets de la 
période, le calcul de la réduite de rang A:n, k étant un rombre entier, 
permet de passer aux réduites de rang skUy 2^kn, 2^kn, etc. Il est alors 

facile de voir qu'en prenant comme valeur approchée de V^ ^^ réduite 
de rang /en, et appliquant la méthode de Newton, on est conduit, succes- 
sivement, aux réduites de rang 2kn, 2^/cn, i^kn, etc. G. J. 



QUESTIONS RÉSOLUES 



1. — Lieu des centimes des cercles G qui coupent (rois cercles 
donnés Ci, G,, Gj, sous le même angle cp. 

On sait que ce lieu est une droite ; cette proposition se vérifie 
bien simplement par le calcul suivant. 
Soient G = (X - ûc)« -+- (Y - y)« - p« = o, 

Gi = (X - x,y + (Y - y,y - R,« = o, 



les équations des œrcles G, G^, G, et Gj. 

On a 

{x - XiY H- (y- ytY = Ri« + p' - 2Rip cos <p, 

Entre ces trois équations, éliminons p et (p; ou, ce qui revient 
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au même, p* et p cos <p, nous avons l'équation du lieu 
(X - X,)* + (y - y^y - Ri» Ri i 
{x - œ,)« + (y - y,)* - R,* R. i = o. 
(a; - X,)'. + {y- j/,)' - R,' R, i 
Avec la notation abrégée, ce résultat s'écrit 

Ci Ri I 

G, Rj I = o, 

Cj R3 1 
ou 

(A) o = R,(G, - C.) + R,(G3 - G,) 4- R,^G, - C,). 

Le lieu demandé est donc une droite A passant par le centre 
radical des cercles proposés, résultat évident, a priori. On 
voit aussi, a priori, que A passe par le centre des deux cercles 
qui sont tangents aux trois cercles donnés, et qui se distin- 
guent des six autres cercles analogues par ce fait que le pre- 
mier enveloppe les cercles donnés et que Tautre est enveloppé 
par ceux-ci. Il faut observer en effet que, dans le calcul pré- 
cédent, 9 désigne Fangle bien déterminé, formé par les semi- 
droites qui vont de Tun des points commuas à C et à G^, aux 
centres de ces cercles. 

Les trois points remarquables que nous signalons, a priori, 
comme situés sur A, correspondent aux hypothèses : 



? 



Jw 

— y 
1 



cp = O, 



<P = TT, 



Si Ton cherche, de même, le lieu des centres des cercles 
qui coupent trois cercles donnés sous des angles (p, 9, et tt — 9, 
le même calcul conduit à une équation analogue à (A); la 
seule modification portant sur le signe de l'un des termes, qui 
se trouve être négatif. 

En désignant par Di = o, Téquation de Taxe radical des 

cercles C, et Gj, on obtient ainsi quatre droites correspondant 

à réquation 

RA ± R,D, ± R3D3 = o. 

On sait (*), par l'élégante construction de Gergonne, que 



(*) Catalan, Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentairey 6"" éditioD, 
p. 206. 
Rouché et de Gomberousse, 4"* éditioD, p. 243. 
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Ton peut mener huit cercles tangents à trois cercles donnés; 
il résulte, de ce qui précède, que les droites qui joignent les cen- 
tres de ces cercles, combinés deux à deux convenablement , concou- 
rent au centre radical 



QUESTION 172 

fiolation par M. J. Moulet, au Collège de Manosque. 

On considère une ellipse T^; on imagine une seconde ellipse Fj 
ayant deux sommets communs avec V^ et admettant, pour ses deux 
autres sommets, les foyers de V^. Soit Fj une ellipse déduite de Fj, 
comme Fj Ua été de F^; et ainsi de suite. 

On demande combien de ces coniques F seront, au début, allon- 
gées suivant Uaxe OX; combien, ensuite, on en trouvera d'allongées 
suivant Oy; et ainsi de suite. (G. L.) 

Désignons par a et 6 les demi-axes de F^ et posons : 

a^ = pb\ 

Les carrés des demi-axes et celui de la distance focale seront 

donc 

p6S 6«, (p - i)b\ 

Les éléments analogues de F, seront 

(p-i)b\ b\ (p-2)6«; 

en continuant on trouve en général, pour F^ : 

(1) (p - A: -h i)6S b\ (p - kW. 

Ceci posé, distinguons deux cas : 

/® p entier. 

Tant que (p — k)¥ est > 6% F^+i, dont les demi-axes sont 
(p — fc)6* et 6% est allongée suivant Ox. 

Si Fou fait & = p, on trouve pour les demi- axes do Fp : 

b\ b^ ; 

et, pour la distance focale, o. 

L'ellipse a dégénéré en cercle, et la transformation n'est 
plus possible. 

Quand p est entier, il y a t^ ellipses allongées suivant Ox; la 
dernière est un cercle. 
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2® p non entier. 
Développons p en fraction continue : 



I 
p 1= mo H 



nii 



rn^ 



m. 



Désignons par e* la quantité 

I 



Jïïjç 



Wlfc+l 



Wjk+a 



En remplaçant dans les expressions (1), on a pour les élé- 
ments de r* 

(mo -f- I 4-61 — k)b*, 6', (wio 4- e^ — ft)6«. 

Tant que k est moindre que «Iq, la distance focale est plus 
grande que le petit axe, et la transformation donnera encore 
une ellipse allongée suivant Ox. 

Faisons k =^ m, 

Tm, (l H- 6,)6« 6* 84 6« 

L'ellipse suivante aura son grand axe 6 suivant Oy et son 

petit axe suivant Ox, 

I 
on a : 1 1 = , 

ou I == (m^ + ejj)^!- 

Dans Fm^+i, on aura donc, pour carrés des demi-axes 

(iMi -+- e^s^ 6*, El 6". 
Nous retombons dans le cas précédent, avec cette seule dif- 
férence que le grand axe sera dirigé suivant Oy. On aura donc 
Ml ellipses, allongées suivant Oy. 
Fmo-i-m, aura les éléments : 

(i -h eje, 6^, 64 6,, Sj Êi b^. 
En général, pour rmo4-m,+...mik, on aura 
(i •+ ^k+i)h e» • . • Sk 6% fil 6a . . . Eik 6% 61 Sj ... Êfc+i 6*. 
Lorsque p est commensurable, on a : 
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I 



P = Wlo + 



TWj 



mj + .. 



et l'ellipse rm^+Wj +...»«« sera un cercle, puisque 6„+i = o : la 
transformation ne sera plus possible. 

Au contraire, si p est incommensurable, £*+! ne s'annulera 
jamais; et Ton trouvera, alternativement, des ellipses allongées 
suivant Ox et des ellipses allongées suivant Oy, 

Les quantités m affectées d'indices pairs m^^ m,... indique- 
ront le nombre des ellipses de la première catégorie ; les autres 
m^, m,,... représenteront le nombre des ellipses allongées 
suivant Oy. 



QUESTION 210 

Solntion par M. H. X. 



m 

On considère un cercle de rayon variable et de centre fixe 0, et 

une droite fixe A, passant par et coupant le cercle en A, B. On 

porte de A t)ers 0, sur A, une longueur constante AC = 1. Par le 

point C, on mène une droite inclinée à ^5^ sur OA : elle coupe le 

cercle en P, Q. Lieu de ces deux points. 

(Treille) 

Prenons pour axes A et une perpendiculaire passant par 0. 
Éliminant R entre l'équation d'un cercle 

X* -h y^ = R* 

et celle de la droite à 45® menée par G, 

y = a; — R 4- /, 
on obtient 

x^ -h y* = {x — y -{- l)^ ou 2xy + 2/ (;</ — oj) — Z* = o ; 

équation d'une hyperbole équilatère qui a l'origine pour foyer. 

Nota. — Solution par M. Delbourg, maître répétiteur au lycée d'Agen. 
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QUESTION 222 

Solution par M. L. Delbourg, maître répétiteur, àÂgen. 



On considère un triangle rectangle AOB; par les points A, B 
071 mène deux droites rectangulaires mobiles qui se coupent en SO 
on imagine une parabole P de sommet S, ayant SA pour axe et 
passant par 0. 

/• La tangente en rencontre AS en un point 1; démontrer que 
le lieu décrit par I est une circonférence. 

2^ Venveloppe des paraboles P est une cisso'ide 
oblique. (G. L.) 

!<> Menons OG perpendiculaire à Taxe de la 
parabole; d'après une propriolé connue, SC 
= SI. 

Il s'ensuit que la parabole IR à OC rencontre 
OB en un point tel que BO = BR. Le point R 
est donc fixe et le lieu du point I est la circon- 
férence décrite sur AR comme diamètre. 

2** L'équalion de la parabole P est ' 

b[y — ^{x — a)]» H- Xa*[X(y — 6) 4- oc] = o ; 

(a, b désignant OA, OB), 
ou bien, en ordonnant par rapport à X : 
}}[b{x - ay + a\y - b)] + l[a*x — 2by{x - a)] -h by* = o. 

L'équation de l'enveloppe est donc 

[a^x — 2by{x — a)]* — 4.by^[b{x — a)« h- a"(y — 6)] = o, 

ou 

(a) ^by{x* 4- y*) — {2by -h ax^ = o. 

La courbe est du troisième degré, elle passe à l'origine, qui 

est un point de rebroussement. La tangente en ce point est 

représentée par 

2by -h ax = o. 

L'équation (a) nous montre que la courbe passe par les 
ombilics du plan : la courbe est donc une cissoïde. 
Elle est oblique, car la tangente au point de rebrousse ment 
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n'est pas perpendiculaire à la droite dont Téquation est 

laquelle est asymptote à la courbe. 

Nota.— Solutions analogues par MM. Leinekugel, élève au lycée Char- 
lemagne ; Thouzelier, élève au lycée de Montpellier ; Etienne Pacot, élève 
au lycée de Montpellier; A. Favery, élève au lycée de Montpellier ; Georges 
Bernache Assolant, élève au lycée Condorcet ; Rezeau, conducteur des 
Ponts et Chaussées, à la Roche-sur-Yon ; Balitrand, élève au lycée de 
Nîmes; Dumanoir, élève au lycée Gharlemagne; Gazalis; Alexandre Gou- 
vert, élève au lycée Gondorcet; et X. 



QUESTIONS 266 ET 271 

llk>Iutioii par M. Leinekugel, élève au Lycée Gharlemagne. 



266. — On inscrit à un triangle fixe ABC, tous les triangles 
A'B'C ayant même centre de gravité G. Démontrer que les côtés 
B'C, C'A', A'B' enveloppent trois paraboles. 

271. — Étant données trois droites a, b, c, parallèles à un 
même plan, on considère tous les triangles ABC dont les sommets 
sont situés sur ces droites et qui ont même centre de gravité G. 
Démontrer que les côtés de ces triangles sont les génératrices de 
trois paraboloïdes, et que les plans ABC enveloppent un cône du 
second ordre. (J, lSeui>erg.) 

Le point c', du lieu de AB, doit être situé dans un plan h 
parallèle aux droites a et 6 équidistant de ces mêmes droites 
et ensuite sur la droite c' parallèle à c, situé dans le plan 

déterminé par le point G et la droite c, et telle que le rapport 

1 

des distances du point G à c' et à c soit égal à - • 

On voit donc que si les droites a, b, c sont les génératrices 
d'un hyperboloïde, il n'y a qu'un seul triangle satisfaisant à 
la question ; la droite c' perce en effet le plan h en un point 
unique. 

Si les droites a^ 6, c sont parrallèles à un même plan P, il 
faut que la droite c' soit dans le plan h, pour qu'il y ait une 
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infinité de triangles ABC, c'est-à-dire que le point G doit être 

dans un plan parallèle à P tel, que le rapport de ses dislances 

1 

au plan h et au plan parallèle à P, mené par c, soit égal à -• 

Cette condition étant supposée remplie, toute droite s'ap- 
puyant sur a, c' et 6 est côié d'un triangle ABC. Cette droite AB 
engendre un paraboloïde hyperbolique Pc qui touche constam- 
ment le plan ABC. D'où il résulte que le plan ABC enveloppe 
le cône S, de sommet G, circonscrit au paraboloïde Pc. 

Les côtés BC, CA ensfendrent aussi deux autres paraboloïdes 
hyperboliques Pa, P^,, évidemment inscrits au même cône du 
second ordre S. 

Remarque. — Si nous effectuons une projection cylindrique, 
nous déduisons, en nous appuyant sur une propriété connue 
des génératrices des quadriques, que les côlés des triangles 
dont les trois sommets décrivent trois droites d'un plan et 
dont le centre de gravité est en un point fixe G, enveloppent 
trois paraboles. 

Ces paraboles sont sur le plan de base, les paraboles de con- 
tour apparent des trois paraboloïdes Pa, Pt, Pc . Cette remarque 
résoud la question 266. 

Note. — Voici Tindication de la solution que TAuteur de la 
question nous avait adressée : 

266. — Le milieu de A" de B'C décrit une droite YZ, paral- 
lèle à BC, telle que le rapport des distances de G à cette droite 

1 

et à BC soit égal à ^ • 

Dans ces conditions, la droite B'C enveloppe une parabole 
Pa» qui touche les droites AB, AC, ZY, cette dernière au milieu 
du segment limité par Tangle BAC. 

De même, les droites C'A', A'B' enveloppent deux autres 
paraboles pu pc. Les trois courbes pa, Pb, Pc ont deux tangentes 
communes (réelles ou imaginaires); savoir, les droites menées 
par G et rencontrant les côtés du triangle ABC en trois points 
dont G est le centre des moyennes distances. 

Nota. -- M. Rezeau, conducteur des Ponts et Chaussées, à Laroche-sur 
Von, nous a adressé une solution analytique de la question 266. 



24 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



QUESTIONS PROPOSÉES 



276. — Deux sommets opposés d'un quadrilatère complet 
restant fixes, deux autres, non opposés, décrivant une conique, 
etTun des deux sommets restants décrivant une ligne droite, 
on demande le lieu du sixième sommet. (C'est une conique.) 

Si la droite donnée est parallèle à la polaire de Tun des 
deux sommets fixes par rapport à la conique donnée; si, de 
plus, elle se trouve à égale distance de ce sommet et de cette 
polaire, les deux coniques seront homothétiques. Le démon- 
trer géométriquement. 

Questions analogues : la conique donnée étant remplacée 
par une quadrîque, et la droite donnée par un plan. 

(Tissot.) 

277. — On donne une ellipse de centre 0, dont les demi- 
axes sont a et b. On prend sur cette courbe un point m tel 
que la normale en ce point, à Tellipse, fasse avec le grand axe 
un angle w. On demande de déterminer en fonction de a, b, w; 

La distance de à la tangente en m à Tellipse, 
La distance de à la normale en m, 

, La longueur Om et celle du demi-diamètre conjugué de Ow, 
L'angle de Om avec le grand axe, 
La distance de m aux deux foyers de Tellipse, 
La longueur de la portion de la normale en m comprise 

entre ce point et le grand axe. 
Le rayon de courbure de Tellipse, pour le point m. 

(A. M.) 

ERRATUM (*) 

Lignes 13 et 14, p. 268 (1889); il faut lire: 

La cubique (7) a été retrouvée par M. Vazeille (J. S. 1886, question 
proposée 114) et résolue par M. Taratte {ibid. pp. 186-188). Cette solution 
a été complétée par une noie de M. de Longchamps. 

(*) Communiqué par M. Vigarié. 



Le Directeur-gérant, 

G.. DE LONGCHAMPS. 



IMPRUfERIS CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 30228-i2-9. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 25 

RECHERCHES 

SUR LES PERMUTATIONS CARREES 
Par le Général Michel FroloT. 

{Suite et fin, voir p. 8) 



On appelle substitution Topération par latquelle on passe 
d'une permutation à une autre, en remplaçant les lettres les 
unes par les autres. Nous appellerons hase la permutation 
primordiale, de. laquelle on passe à toutes les autres permu- 
tations d'un carré, au moyen de (n — i) substitutions diffé- 
rentes, et nous représenterons ces substitutions en écrivant 
en ligne la lettre remplaçante, immédiatement après celle 
qu'elle remplace. Par exemple, si l'on remplace a par 6, 6 par 
e, e par h et h par a, nous écrirons la suite dbeh, en disant 
qu'elle forme un cycle de quatre lettres. Nous écrirons les 
cycles en commençant par la lettre supérieure de l'alphabet. 

Une substitution complète de n lettres ne formant qu'un 
seul cycle est dite entière ou circulaire. Si elle est composée 
de deux ou de plusieurs cycles de deux, trois... (n — 2) lettres, 
nous dirons qu'elle est brisée. Nous écrivons les substitutions 
brisées en commençant chaque cycle par sa lettre supérieure 
et nous séparons les différents cycles par des tirets. Par 
exemple, pour neuf lettres la substitution abhfciedg sera entière 
et ab — cfgi — dhe sera brisée. En mettant les lettres des 
deux cycles dans le sens opposé on aura agdeicfhb et ab — cigf 
— deh. Nous dirons que ces nouvelles substitutions sont les 
opposées des premières. Les substitutions qui ne renferment 
que des cycles à deux lettres sont opposées à elles-mêmes. 
Si une substitution sert à passer d'une permutation M à une 
autre N, son opposée servira à passer de N à M. 

Nous formerons les substitutions en prenant pour base la 
première ligne horizontale et en passant de cette ligne, succes- 
sivement, aux (n — i) autres lignes. Ainsi, on aura pour le 
type irrégulier A^ la table des substitutions A^ : 
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a 
a 
a 
a 



b 
c 
d 
e 
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Ai 
c e 



d e 
c b 
c-'b 



d 
b 
e 
d 



Les substitutions 
opposées forme- 
ront la table ' 



a 
a 
a 
a 



b 
c 
d 
e 



c d 
e-b 
e c 
b c 



c 
d 
b 
d 



qui servira à construire le type E, et nous dirons que ce type 

est V opposé du type A^. 
Nous avons dit que tout carré irrégulier de n lettres pro- 
E duit n types congénères et que 

chaque type a son opposé. Si ces 
typesirréguliersnesont pas symé- 
triques par rapport à la diagonale 
principale, en les renversant au- 
tour de celle-ci on aura de nou- 
veaux types qui seront les inverses 
des premiers. Il y a des types 
irréguliers dont les inverses et 
les opposés sont identiques entre 
eux. Par exemple pour n = 5, le 

type F est en même lemps l'inverse et Topposé du type G 

et réciproquement G est l'inverse et l'opposé de F. 
Ainsi, il existe entre tous les types irréguliers une liaison 

F G 



a 


b 


c 


d 


e 


b 


e 


a 
e 


c 


d 


c 


d 


b 


a 


d 


a 


b 


e 


c 


e 


c 


d 


a 


b 



a 


b 


c 
d 


d 


e 




a 


b 


c 


d 


c 


b 


a 


e 


c 
d 


b 


a 


e 


c 


d 


c 


e 


a 


b 
a 


G 


d 


a 
b 


e 


b 

c 
a 


d 


c 


e 


b 


d 


e 


a 


c 


d 


b 


c 


a 


c 


c 


d 


b 



étroite qui permet de déduire d'un seul d'entre eux tous les 
autres, par la construction successive des congénères, oppo- 
sés et inverses, jusqu'à ce qu'on ne trouve plus aucun type 
nouveau. 
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H 



Les types réguliers, dépourvus de congénères, n'ont plus 
de types opposés, car leurs substitations sont opposées les 
unes aux autres. Étant symétriques; ils n'ont pas de types 
inverses. Pour n pair le nombre de substitutions (w— i) étant 
impair, il s'ensuit qu'au moins une d'elles est composée uni- 
quement de cycles à deux lettres. 

On peut former quelques-uns des types réguliers directe- 
ment en prenant une permutation quelconque et, sans chan- 
ger Tordre de la disposition des lettres, en faisant commencer 
les autres lignes par la 
deuxième lettre, par la 
troisième et ainsi de 
suite. Tel est le type H. 

Voici la règle géné- 
rale pour obtenir les 
types réguliers de n let- 
tres : — Il faut prendre 
une substitution entière 
quelconque; pour com- 
poser une nouvelle 
substitution il faut pren- 
dre dans la première les 
lettres y occupant les 
rangs i, 3, 5,7, etc., 
qui forment la progres- 
sion arithmétique dont la raison est 2; pour trouver encore 
une substitution, on prend les lettres à des rangs i, 4, 7, 10, 
etc., formant la progression dont la raison est 3, et ainsi de 
suite. Par exemple, pour n = 6, 



a 
b 
c 
d 
e 

f 
9 


b 
c 
d 
e . 

f 

9 
a 


c 
d 
e 

f 

9 
a 

b 


d 

e 

f 

9 
a 

b 

c 


e 

/■ 

9 
a 

b 

c 
d 


f 

y 

a 
b 
c 
d 
e 


9 
a 

b 

c 

d 

e 

f 



en prenant la substitution 


a 


d 


e f 


C 


b 


on aura avec la raison 2 : 


a 


e 


c-b 


d 


f 


3; 


a 


f- 


b e- 


- c 


f 


4- 


a 


c 


e-b 


f 


d 


5: 


a 


h 


c f 


e 


d 



Ces substitutions produisent le type régulier I : 
Pour obtenir le nombre des types réguliers do cette espèce, 
il faut diviser le nombre de manières de former la substi - 
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tution primordiale iX2X3...X(n— i) par la quantité 

j (n — I — g), ob ç' est le nombre 

des nombres, inférieurs à n, 
non premiers avec ce dernier. 
Ainsi, pour n=4, on aura trois 
types; n = 5 — 6 types; n = 6 
— 6o typeS; etc. 

Si n est une puissance d'un 
nombre quelconque p, il y a 
des types réguliers d'une for- 
mation particulière, représen- 
tés totalement par des subs- 
titutions brisées, composées 
de cycles égaux, à p lettres. 
Tels soDt les types K, L et M, 
accompagnés de leurs tables 
de substitutions; 



a b — c d 
a c — b d 
a d — b c 



a 


b 


c 


d 


e 


f 


b 


c 


f 


a 


d 


e 


c 


f 


e 


b 


a 


d 


d 


a 


b 


e 


f 


c 


e 


d 


a 


f 


c 


b 


f 


e 


d 


C 


b 


a 



K 



a 


b 


c 


d 


b 


a 


d 


c 


c 


d 


a 


b 


d 


c 


b 


a 



a 
b 
c 
d 
e 

f 

9 
h 


b 
a 
e 
h 
c 

9 

f 
d 


c 
e 
a 

f 

b 
d 
h 

9 


d 
h 

f 
a 

9 

c 

e 
b 


e 
c 
b 

9 
a 

h 

d 

f 


f 

d 
c 
h 
a 
b 
e 


9 

/ 
h 

e 

d 

b 

a 

c 


h 
d 

9 
b 

f 

C 

c 
a 


% 



b e—d f—g h 



ab—ce—dh—fg 

a c 

a d'-b h — c f—e g 

ae—bc—dg—fh 

^ f~^ 9-~^ d — c h 
a g 
a h 



— 6 /'— c h — de 



—bd—cg—e f 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 
M 



29 



a 
b 
c 
d 
e 

f 

9 
h 

m 

l 


b 
c 
a 
e 

f 

d 
h 

• 

t 
9 


c 
a 
b 

f 
d 

e 

• 

i 

.7 
h 


d 
e 

f 

9 
h 

ff 

l 

a 
b 

c 


e 

f 

d 
h 

• 

^ 

9 
b 

a 


f 

d 
e 

• 

i 

9 
h 

c 
a 
b 


9 
h 

• 

a 
b 

c 
d 
e 

f 


h 

• 

t 

9 
b 

c 

a 

e 

f 

d 


« 

l 

9 
h 

c 

a 

b 

f 
d 

e 


* 



a b c -d e f — g h i 

a c b — d f e — g i h 

a d g — b e h — c f i 
aei—bfg—cdh 

a f h — b d i —c e g 

a g d — b h e—c i f 

a h f—b i d — c g e 

a i e — b g f—c h d 



Sans entrer dans le détail de la formation de ces types, 
observons qu'il est facile dans chaque cas particulier de déter- 
miner le nombre de types réguliers de deux espèces, que nous 
venons de montrer (*). 

La délermination du nombre total de tous les types, régu- 
liers et irréguliers, présente des embarras presque inex- 
tricables, car la loi qui relie ce nombre à la quantité n est très 
difficile à découvrir et ce nombre croit très rapidement avec n. 

Après avoir construit directement, par lignes, les types de 
yi = 3, 4, 3 et 6, nous n'avons réussi à calculer le chiffre 
énorme des types de 7 lettres que grâce à des méthodes expé- 
ditives qui se présentent tout naturellement à l'esprit dans des 
recherches de ce genre et en vérifiant les résultats par Itf 
méthode des substitutions. En appelant T le nombre des types 
et en y joignant un indice indiquant le nombre de lettres, nous 
avons trouvé les résultats suivants : 

T3=i; T, = 4; T5 = 56; T6= 9.408; 17=221.276.160 
et leurs rapports 
T. T, 



T, 



= 4 t: = '4 



T 
T. 



'h 

T, 



^ = 8i6 ,=i= 23.520. 



( *) Les carrés lôgulicrs de la première espèce s'obtiennent aussi en appli- 
quant successivement la même substitution circulaire d'abord \ une per- 
mutation quelconque, puis i celle qui en dérive et ainsi de suite. 
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L'examen de la formation de ces chiffres nous a conduit à 
saisir entre eux, une relation curieuse, exprimée par la formule 

Tn-l 



Tn-l \Tn-2/ 



2 

Cette formule permet de calculer le nombre de types pour 
n lettres lorsque Ton connaît déjà ce nombre pour 3, 4, 5. . . 
(w — i) lettres. Ainsi, ces nombres forment une série dont 
chaque terme se déduit de ceux qui le précèdent. Telle est, 
entre autres, la formule qui sert à calculer la somme des puis- 
sances des termes d'une progression arithmétique. Nous ne 
doutons pas que notre formule ne soit exacte pour des valeurs 
de n supérieures a 7, car nous ne voyons pas de raison plau- 
sible pour que la relation, qu'elle exprime cesse subitement 
d'exister au delà de ce terme. Mais comme elle est établie par 
l'induction, il est nécessaire de l'appuyer par une démonstra- 
tion rigoureuse, que nous espérons donner prochainement. 

ObseiTons que tandis que dans les types irréguliers on peut 
transposer toutes les lignes de toutes les manières, en obte- 
nant chaque fois un carré différent des autres, on doit au con- 
traire, dans les types réguliers, laisser au moins une ligne, 
horizontale ou verticale, sans transposition, car autrement on 
aurait obtenu des carrés identiques entre eux. C'est précisé- 
ment cette considération qui nous a fait diviser les types en 
deux classes ; types réguliers et types irréguliers, pour exposer 
successivement les propriétés des uns et des autres. 

Cela étant dit, désignons par Sn le nombre de toutes les per- 
mutations carrées et par Rh le nombre des types réguliers; 

on a 

Sn = (i X 2 X 3 . . . X nY(Tn - Bn) 
+ [i X 2 X 3 ... X (n - i)](iX 2 X 3 ... X n)R„; 
ou bien, réductions faites, 

S„ = (i X 2 X3...X nyÏTn - ^?-^Rnl 
= (P„)^[Tn-Î^R. 
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THEOREMES DE GEOMETRIE INFINITESIMALE 

APPLICATION AUX ANAMORPHOSES CONIQUES, 
Par M. H* d'Oeagne. 



1. — La normale en M, à une courbe plane c, coupe en N la 
perpendiculaire élevée, en 0, au rayon vecteur OM. Voyons 
comment la tangente, ou la normale, à la courbe k décrite par 
le point N est liée au centre de courbure de la courbe c (*). 

Soit NI la normale à la courbe k (fig. i ), Elle rencontre en 
E la normale ûE à la déve- 



loppée de c. Si (o et 6 dési- 
gnent les angles de OM et 
de MN avec un axe fixe 
quelconque du plan, on a 
pour les différentielles 
d(M), dŒ) des arcs des cour- 
bescetA,auxpoint8MetN: 



r 



f> __Jt_JL 

1" / ..-'^ 





D'où 



Fig. 4. 
d(M) = MN.rfco = MÛ.rfÔ, 

d(N) = Nl.rfco = NE.rfO. 

MN NI 



Mû NE 
Tirons EH parallèle à OM ; nous avons 

NM _ NI _ MN 

NH ■" NE ■" Mq' 
Donc NH = ÛM, 

ou MH = ÛN. 

En N, élevons à MN la perpendiculaire NP qui coupe OM 
en P, et tirons PE qui coupe MN en [a. Nous avons 

fxN _ {i.P _ (xM 

ûN ■" EP ~ HM* 
Par suite [xN = Mfx, 

et p. est le milieu de MN. De là ce théorème : 



(*) Cette question se rattache à celles que nous avons traitées en 1888 
dans ce Journal, p. 74, 97, 121. 



32 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPECIALES 

Théorème I. — La normaje à la courbe k et la normale à la 
développée de la courbe c, se coupent sur la médiane, issue de P, 
du triangle MPN. 

2. — Voici deux autres propositions qui résultent de théo- 
rèmes généraux que nous avons démontrés dans notre étude 
sur r enveloppe de certaines droites variables {Nouv, Ann,, 1883 
et 1886). 

Le premier de ces théorèmes est le suivant (N. A. M,, 1883, 
p. 256). 

S^i la distance des points mobiles M e/ N est vue, du point fixe 
0, sous un angle constant et que les tangentes en M e^ en N aux 
trajectoires de ces points se coupent en T, Û étant le point où 
MN tou^che son enveloppe, les droites OT et OQ sont isogonales 
par rapport à Vangle MON. 

Donc (fig. 2) : 

La droite qui joint le pôle au centre de 

courbure û est isogonale, 
par rapport à l'angle 
MON, de la droite qui 
joint le pôle au point 
de rencontre des tan- 
gentes, en M et en N, aux 
courbes c et k. 



Théorème II. 




Fig. ^. 



La droite Oû est donc 
perpendiculaire sur 
celle qui joint les pieds 



des perpendiculaires abaissées de T sur OM et ON. 

Le second théorème que nous avons en vue est le suivant 
(iV. A. M., 1886, p. 94-95) ; 

Si les tangentes MMj et NNj, menées par les points mobiles M 
e^ N à une courbe fixe, font entre elles un angle constant; que les 
normales en M et en M^ se coupent en m dont la projection sur 
MN est m'; que les normales en N et en N^ se coupent en n dont 
la projection sur MN est n' : la parallèle à la tangente MT menée 
par m' et laparallèle à la tangente NT menée par n' se coupent sur 
la droite qui joint lepoint Tau pointQoùM.N touche son enveloppe. 
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Dans le cas qui nous occupe, les points M^ et Nj se confon- 
dent avec le point 0; les normales en M^ et en N^ avec ON et 
OM, les points m et iri avec le point N, et nous avons ce théo- 
rème (fig. 3) : 

Théorème III. — La normale en N, à la courbe k, cou- 
pant le vecteur OM en n, on abaisse 
de ce point la perpendiculaire nn' 
sur MN. La perpendiculaire menée, 
par n', à Nn et la perpendiculaire 
menée par N à MN se coupent en L. 
La droite LT passe par le centre de 
courbure û. 

Les théorèmes I, II, 111 permet- 
tent de construire le centre de cour- 
bure û quand on connaît la normale 
en N à la courbe k; mais le théorème ^'^' ^' 

III no permet pas, sans modification, comme les deux pre- 
miers, d'effectuer l'opération inverse. Cela lui constitue une 
infériorité vis-à-vis de ceux-ci. (A suivre.) 




SUR UN PROBLEME DE M. A. BOUTh\ 

Par M. Aa|[f. Poulain» à Angers. 



1. — M. Boulin a récemment publié un intéressant exercice 
(J. S., 1889, p. 234), qui peut être traité par les coordonnées 
tripolaires, ce qui simplifie les résultats. La question se ramène 
à ce problème : calculer les coordonnées normales x, y, z d'un 
point M, connaissant des quantités p, q, r proportionnelles à ses 
tripolaires. Car, dans l'exercice cité, les cercles de similitude 
qui donnent M ont, par définition, pour équation (*) 

(i) U*^ = ï. 

^ ' p q r 

(*) lûversemenl, chaque fois que l'on connaît les tripolaires X, ji, v d'un 
point M, et qu'on les multiplie par un facteur arbitraire m, les quantités 
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Prenons les formules (60) de la page 132 (J. S , 1889). En 

appelant les rapports égaux (1), nous aurons 

4Sam«a? _ 

— a*p* -h b^q* + cV* — (q* + r«)6c cos A + am* cos A, 
et m' est donné par Téquation 

(3) m* — 2ni*Sp*a cos A 4- Sp*a' ■- zlq^r^bc cos A = o. 

A 
Désignons par -75- le discriminant de (3), c'est-à-dire la 

4K* 

quantité 

(4) - Sp*a* sin* A 4- 2Jlq^r*bc sin B sin G. 
Nous aurons 

(5) A = - S;)*a* 4- 2 SçV'ôV = 

(op 4- 65' 4- crX-- ap -h bq -i- cr){ap ^ bq-h cr){ap -hbq^ cr)^ 

(6) m« = Jlp^a cos A ± ^r . 
' '^ 2R 

mkj ... sont les rayons de cercles qui ont pour centres A, B, C, et qui sont 
vus de M sous un même angle. La moitié de ce dernier a m pour sinus. 
De là un nouveau moyen, donné par les tripolaires, pour caractériser géo- 
métriquement un point. — Il y a encore un autre moyen : on peut regarder 
M comme le centre radical d'une infinité de systèmes de trois cercles, 
ayant Â, B, G pour centres. Il suffît d'*ajouter à X*, ... une constante n, 
positive ou négative, et de prendre pour carrés des rayons X'* = x*4-n, ...; 
la puissance commune est — n. Ces systèmes de rayons, donnant des 
cercles d'angle égal ou de puissance égalCy peuvent être regardés comme 
des systèmes de coordonnées. Les valeurs do x^ y, Zj en fonction de X', 
(i', v', sont les mêmes qu^en fonction de X, {i, v. Car Télimination de ces 
dernières quantités fait disparaître n. — Troisième moyen : si Ton a les 
relations (1), M est l*un des deux points communs à trois cercles analogues 
à ceux d'Apollonius et que, pour abréger, nous appellerons les cercles de 
rapport constant ^ relatifs à M. Ils font le pendant des transversales angu- 
laires, qui sont les droites de rapport constant (relativement à M et aux 
côtés). Il est évident que les trois centres sont sur une même droite, per- 
pendiculaire au milieu de MM', corde commune. Le premier cercle est 
représenté par rV — 5^ = 0, d'où l'on déduit facilement l'équation bary- 
cen trique Son centre est, en baryccntriques, o, r>, — q\ Lalignedes centres 
est donc définie par 2a|>' = o (J. S., 1887, p. 250). Elle est harmonique- 

ment associée àQs:a:p:Y = — .••Le rayon du premier cercle est R» 

aor 
= ■ V 7l — ;::• Si l'on remplace p*, q», r> par leurs inverses, Q est remplacé 

par son réciproque, et les trois cercles» par leurs symétriques pris, par 
rapport aux médiatrices. 
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2. — On voit, a priori^ que A s'annule quand M est sur le 
cercle circonscrit. On peut le prouver directement en montrant 
que A = représente ce cercle comme ligne double, si Ton y 
remplace /), y, r par les quantités proportionnelles X, [x, v. En 
effet, par cette substitution, m* devient égal a abc (1). On tire 

donc de (6) 

A 
-Tg- = (Sp'a cos A — abcy. 

Or, entre parenthèses, on a le premier membre de Téquation 
du cercle circonscrit (J. S., 1889, p. 6). 

On peut aussi trouver les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que A, x, y, z soient réels. Car on voit que v/a 
est proportionnelle à la surface du triangle A'B'C dont les 
côtés seraient ap, 6g, cr. Or, on sait que, dans ce cas, la condi- 
tion de réalité est que le triangle existe : la plus grande des 
quantités ap, bq, cr doit être moindre que la somme des deux 
autres. 

3. — Si, comme cas particulier, p, q, r égalent les coordon- 
nées À, u, V d'un point M, il n'y a pas lieu de transformer les 
proportions qu'on tirerait de (2) ; car les deux valeurs de m 
sont connues, savoir : 

m' = abc et m* = 2SaX* cos A — abc 
{J. S., 1889, p. 157). 

Mais, dans le cas général, il est avantageux de remplacer 
m* par sa valeur. On arrive finalement à 

,^, ASm^x (— a^p^ H- fcV + cVM sin A ± \/a cos A 

/7) 3 = i L 2 1 1 ; 

^^ abc 2R 

d'où 

(8) a? = -^ [(- aY + bY + cV*) sin A ± \/Â cos A], ... 

4. Vérificalion. — Pour les centres isodynamiques, on a 

x':(;L»:v« = -i: ..., \/I = \/3. 

On retrouve donc les formules donnant les coordonnées de 
ces points: 

(9) x\y : z = (sin A ± v/3 cos A) : . . . 
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Dans le cas des centres isologiques, on a 

X* : fx» : V* = a« : 6» : c^ 

ci alors 

(10) A=(a* + 6«+c«)(-a»4-6*+c«)(a*-6*-+-c«)(a«4-6*-c«) 
= 256 S* cotg (D cotg A cotg B cotgG, 
(0 étant Tangle de Brocard de A.BG. 

Il est facile d'en déduire les coordonnées des contres isolo- 
giques. 

5. Si l'on a 

— a^p^ -h b^q^ 4- c^r* = o, 

les points M et M' sont sur le cercle représenté par 

— a*X» + 6*[JL* -H c«v* = o. 

Ce cercle a pour centre le pôle Ka de BG par rapport au cercle 
ABG, pôle dont les coordonnées barycentriques so nt (—a', 6', c^) ; 
il passe par B et G, comme orthogonal au cercle ABG. A devient 
alors carré parfait, et la valeur d'une coordonnée, ce, se sim- 
plifie davantage encore. On a, en effet, A = 46*c*9*r*. 

6. Equation de la droite joignant les deux points M.fM.' définis 
par (1). — De (1), nous tirons 

(11) ^ ^=- -. 

ou 

(12) SA»(q» - r^) = o, 
ou le déterminant 

(13) I X« iJ^ I I =: o. • 

Pour passer aux coordonnées barycentriques a, S, y, prenons 
les formules suivantes {J. S., 1889, p. 130), dans lesquelles 

a 4- {3 -h Y == <y' 

(14) (j«X» = a(6'Y -h c^p) - Sa'fy, 

nous aurons 

(15) Sa[c*(r« - p^) -h bHp^ - g«)] = o. 

Le déterminant (13) donne, en ajoutant à la première 
colonne, multipliée par g', la dernière multipliée par Sa'Py • 

(16) I 6«Y -H c*p p* I I = o. 

7. Points remarquables dz la droite MM'. — Les équations 
(11) et (12j sont vérifiées aussi bien par M' que par M; elles le 
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sont également par le centre du cercle ABC, enfin, elles ne 
changent pas si l'on ajoute, à/)*, 9*, r* une même quantité n, 
positive ou négative. Par suite, la droite MM'O contient les 
points obtenus en remplaçant p^, ç', r* par leurs valeurs com- 
plémentaires et anticomplémenlaires, c'est-à-dire par g' + r*, 
... ou par q^ -h r^ — p*;. car ces quantités s'obtiennent en re- 

p» + Q* -4- /•« 

tranchant, de p\ . . . soit p* + ç* 4- r*, soit 

Sur (15) ou sur (16), on vérifie ces théorèmes connus que, 
pour les centres isodynamiques ou isologiques, MM'O passe 
par K ou par G. Plus généralement, si Ton prend 

MM'O passera par le point (a^, ,8^, y^). 

8. — Soit P, le point dont les coordonnées normales (x^^yi^Zi) 
ou les coordonnées barycentriques (a,p,Y) ^^^^ respectivement 
(*7) oc^'.y^: Zi =: sin A(- a^ + ^V + cV«) : . . ., 
ou a : p : Y = o*(— a^p* -+- 6*5* + c^r^) : . . . 

Les relations (8) montrent que P^ est sur MM'O et quil est 
le conjugué harmonique de 0, par rapport à M et M'. Dans le 
cas des centres isodynamiques, P^ coïncide avec K cl le 

rapport des distances de M à et K est — ^r— (*). 

Ce point P^ est le centre radical du cercle ABC et des trois 
cercles A, B, G, analogues à ceux d'Apollonius (cercles de 
rapport constant, relatifs à M). En efTet, P^ a la même puis- 
sance par rapport aux trois cercles A, B, C, puisqu'il se trouve 
sur leur axe radical commun MM'. Cette puissance est aussi 
la même par rapport au cercle ABC; car ce dernier étant 
orthogonal aux précédents, Vuxe radical de ce cercle et du 
cercle A est la polaire de par rapport à celui-ci; et cette 

(*) Plus généralement, soient Mo, M,, ..., des points en nombre quel- 
conque, afl'eclés de poids positifs ou négatifs m^, w,, . . .; leur centre de 

. , ,r 1 - , ^winiCo ^in.y. ^rriaZ. 

gravité M a pour coordonnées normales -^ > -r^ — , ,, ■ et pour 

Ziin^ li/zig Lmo 

coordonnées barycentriques ^ % . . . pourvu que les coordonnées soient 

des coordonné3s absolues. Dès lors, dans le cas des coordonnées relatives, 
ces formules donnent le centre de gravité corresponJant à des poids 
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polaire coupe OMM' au point Pt, conjugué harmonique de 
par rapport à MM' 

9. — Généralisant le mot créé par M. Neuberg, appelons 
points isologiques d'ordre n, les deux points On, 0'» tels que 

(18) \ = ^ = ^' 

Le lieu de ces points ne diil^re, de la potentielle triangulairey 
que par le changement do a, p, y en X, ... 

On peut, de plusieurs manières, établir des rapports avec les 
potentiels. Désignons le potentiel d'ordre n par !«; de la sorte, 
K (point de Lemoine) équivaut à I„ et G équivaut à lo. 1® Il 
est évident que de On on peut déduire le réciproque l'n de I». 
Car, dans le triangle BCOn, la bissectrice de Tangle au sommet 
partage la base BG dans le même rapport qu'une transversale 
angulaire de 1\, Inversement, ayant l'n, on peut construire 
pour l'autre point les cercles de rapport constant. 2® En 
remplaçant les bissectrices par les symédianes, on relie !'« 
avec l'isologique d'ordre double; ce qui peut être généralisé. 

S** Les points isologiques, d'ordre -n— i, permettant d'obtenir 

le potentiel d'ordre n; et réciproquement. Car In se déduit faci- 
lement du point Qn dont les coordonnées barycentriques sont 

(19) a*(- a* + 6" 4- C»}..., 

Or, en vertu de (8), on obtient Qn en prenant p* = a**"^*, ... ; 
Q» est sur la droite correspondante OMM', et y est le conjugué har- 
monique de par rapport à MM'. 

D'après cela : 1® Dans le cas de G, potentiel de degré o, 
Qo s: K est sur la ligne des isologiques du degré ■- 2, c'est- 
à-dire des isodynamiques; 2® dans le cas du centre du cercle 
inscrit I, premier potentiel, son point Qi est sur la ligne des 

isologiques d'ordre , répondant à p^a = i ; pour I, s: K, 

la construction de Q, est en défaut. Elle donne un résultat 
indéterminé, parce que les isologiques d'ordre o sont à l'infini 
et en ; 3<* Pour I,, ou a : p : y = o' : h^ : c^, Q, est sur la 
ligne des isologiques de degré 1/2 répondant à p^ = a; ht^pofur 
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I4 OU a : p : Y = a* : 6* : c*, Q^ se trouve sur la ligne des isoUh 
giques ordinaires Oi, O'i ceux qui répondent àp* = a*, ... 

10. — En développant le déterminant (16), on trouve 

(20) Sp«[a(6* - c«) 4- a«(p - y)] = G. 

Donc, pour le centre I du cercle inscrit, c'est-à-dire pour a: 
p : Y = a : 6 : c, la relation devient Sp'a(6 — c) = o. Elle est 
vérifiée pour p^a = q^b = r^c. La droite MM'OQt passe alors 
par I. Pour K, la relation devient Lj3*a*(6* — c*) = o. Elle est 
vérifiée pour p^a\b + c) = ç»ô"(c + a) = r*c'^{a 4- h) et MM'O 
passe par E. 

11. Triangle A'B'C. — Ce triangle, indiqaé ci-dessus (2), est 
semblable aux triangles podaires de M et M'; car les côtés de' 
ces derniers égalent 

XainÂ,..* 
(/. £., 1889, p. 269), et 
sont ainsi proportionnels 
à ap, hqn cr. Si nous pro- 
longeons Â.M , BM , CM 
jusqu'au cercle circonscrit, 
en AjBjC,, nous avons en- 
core un triangle semblable 
à A'B'C et au triangle po- 
daire A,BiCi. En effet, l'an 
gle partiel M A A = MBC^ 
dans un quadrilatère bi- 
reclangle, et MA,B, a la même mesure que ce dernier. B, et 
Bi sont ainsi des sommes d'angles égaux. On le voit encore 
en calculant B,Cj, Soient AM =- A^, A^M = X,...; on a 

(21) B,C, = -~S 

(22) • [xtx, = --^, 
(7. S. 1889, p. 9). Donc 

(23) m. BA = ^ -^ = BA X - X --^' 
Les sommets du tiiangle A|B,C, sont les transformés, par 
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rayons vecteurs réciproques, de A, B, G; M étant le centre 
d'inversion. Dans le cas des centres isodynamiques, les deux 
triangles précédents sont équilatéraux (*). 

12. — Si Ton appelle S' Taire de A'B'C, on a 
(2o) A = i6S'*, 

(26) - aY -+- ^V -+- cV« = 4S' cotg A'. 

On en tire facilement le siuus et le cosinus de A' = A,, 
angle du triangle podaire de M; puis une nouvelle expression 
des coordonnées de M et M' : 

. . . .f » X sin (A ± A') 

(27) a;:v:^ = (sin Acotff A ± cosA):... = ^r — r — - : ..., 

^ ^ sm A 

ce qui donne les coordonnées d'un point M en fonction des angles 

A', B', G de son triangle podaire. 

13. — Réciproquement : deux points M, W sont associés tri- 
polaires s'ils sont représentés par les formules (8) ou (27), pourvu, 
dans ce dernier cas, que A', B', G' soient les trois angles d'un 
triangle quelconque A'B'C'; de plus, A'B'G' est semblable au 
triangle podaire AiB^Gi. 

En effet, considérons les deux points correspondant aux 
valeurs p', 9', r*. Ils sont représentés par (8). Donc ils coïn- 
cident avec M et M'. De même, la théorie des centres perma- 
nents de similitude nous apprend (J, E. 1886, p. 152) qu'il 
existe toujours un point, et un seul, dont le triangle podaire 
par rapport à ABG soit directement semblable à un triangle 
donné. 

14. — Inverses Mj, M\, de M et M'. — Soient AM = a, . . . 
AMi = Xj. . . les coordonnées tripolaires de M, M^ et x, y, z, 
les coordonnées normales de M. Le calcul de \, . . . montre 
que, pour deux points inverses M et M,, on a 

/Q)ft\ ^i _ [^1 _ vi __ Sax 

AX [xy w2 layz 
pourvu qu'on donne, à chaque rapport, une valeur positive. On 
vérifie facilement ces formules pour H etO, etpour les points 

(♦) Pour A,BjGi la proposilioii est de M. Boulin (/. E.^ 1839, p. 102) ; 
pour AaBjCa, elle est de M. Neuberg (tôîd., p. 212). 
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du ceri^le circonscrit. Cela donne, par là même, des valeurs 
a\j. . .proportionnelles aux côtés du triangle podaire de M^. 
On obtient ainsi Xj, . . . pour les centres isogones et pour le 
point K. 

15. — Si Ton circonscrit des cercles aux trois triangles 
formés par M et les côtés de ABC, leurs rayons sont inverse- 
ment proportionnels à Xa;, ... et par suite à X^,... (*). Car, 

dans le triangle MBC, le produit de deux côtés égale la hau- 
teur multipliée par le diamètre; d*où 



(^29) Ba - 



av 



2X 

Donc inversement, si Ton connaît des quantités propor- 
tionneJles aux trois rayons relatifs à M, on peut construire 
l'inverse M^ de M. 



EXERCICES 

Par M. A* Boutin* 



1. — Soit un triangle A.BG, décrit dans tordre des lettres. Par, 
un point M de son plan, on mène trois droites : MA" parallèle à AB 
MB' parallèle à BG,'M,{Jt' parallèle à Ck; A', B', Celant situés 
sur les côtés BC, CA, AB. Par un autre point Mj on mène Ok\ 
OB", OC respectivement parallèles à AC, CB, BA, en tournant 
en sens inverse. Démontrer que les points M et M,, pour lesquels 

les deux sommes : 

MÂ"2 + "MF^ H- M(?^ 

sont minimums^ sont les points de Brocard de ABC. 

Soient x,y, z les coordonnées normales de M. On doit rendre 
miDimum 

^ ^ sin^ B sin» C sm* A 

(*) Cf. M. Boulin (/. S. 1889, p. 242). 
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a?, y y z vérifiant la relation 

ax -h by -h cz =^ 2S. 
La différentiation donne : 

(2) lÈL ^ J/A. + ±!^ ^ o 

^ ^ sin« B sin«C siu^A 

(3) adx -h bdy -h cdz = o. 

Deux des variables étant indépendantes, on déduira de (3) 

les rapports— > -^ par exemple; et, en substituant dans (2) 

«/ 
on trouve les conditions du minimum. 

2« — On donne les longueurs de trois droites OA = a, OB = p, 
OC = Y. les orienter autour du point de manière que la somme 
des carrés des côtés du triangle ABC soit maximum. 

Soient x, y, z les angles BOC, COA, AOB. 
On cherche le maximum de 

ap cos >s -f- Py cos a; + ay cos y, 
avec la condition a? + y 4- js = 27r. 
La différentation donne 

fy sin X dx -h ay sin y dy -h (x.p sin z dz =1 o, 
dx -h dy -h dz = o. 
D'où, pour le maximum : 

sin X _ sin y _ sin z 

a ~ ""p y ' 

relations qui sont vérifiées, quand est le centre de gravité 
de ABC. 

3. — Dans les mêmes conditions, orienter les droites OA^ OB, 
OC de manière que le 'périmètre du triangle ABC soit maximum. 

Il faut trouver le maximum de 



v/a* + p' — 2ap cos z -4- \/a* + y* — 2ay COS y 

-4- v/p* -H y* — 2Py cos X, 
Un calcul analogue au précédent donne, pour les conditions 

du maximum : 

sin X sin y sin z 

Zbg "" "pTÂC "^ T^ÂB ' 
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ce qui, d'après un théorème connu, prouve que le point est 
le centre du cercle inscrit au triangle ABC. 

(A suivre,) 



EXERCICES ECRITS 



28. — On donue un cercle V et deux droites parallèles A, 
A'. Par un point M, mobile sur A', on peut mener à V deux 
tangentes qui rencontrent A aux points A, B. De A, on ^peut 
mener à F une nouvelle tangente 8; et, de B, une autre tan- 
gente, 8'. 

On demande le lieu décrit par I, point de concours des 
droites 8, 8'. 

Note sur l'exercioe 27. 

X 1J z 

1. — Soient Xi.yi.z, les coordonnées du point M, h — H — = o, 

x^ y, z, 

réquation de A^. Cherchons Tenveloppe de la droite dont Téquation est 
h — H = 0, avec la condition -i + — -f- -î = o. Je regarde a5o»l/o> 

Xo Vo «0 ^1 î/i *i 

So comme fv^nctions d'un paramètre t, 

et, par suite. îiîdl^ + în^ + V^) ^ ?(£»+ii.> ^ „ .,, _ 

^0 2/o ^0 

Éliminant x entre les équations (1) et (2), puis y» puis z, j'en déduis 

X y __ z 

•ïJo'iyos'o — 5oy'o) "" y,\So^'o — x,z\} "" z^^ix,y\ — y^\)' 

^. , «., « ypg'o — gpy'o gna?', — a^pg^o a;ot/'o — x\y^ 

i-Haio OU a — : z:^ » 

I I I 



Donc 



x, 2/, 2, 

ara;, yy^ zz^ \ x^ y^ ; 



^•* 2/o* «0* I ^a;a?i dr sjyy^ ±: ^jzz^ 



D'où, l'équation de Tenveloppe : 



Va?! y 2/, y 3, 



a;* 'a* 1/2 sa; xu 

ou _ + _ 4. _ _ 2-^ 2 2 -^ =r o. 

^1* Vi' «i* î/i «1 ar,a;i as^y, 
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C'est réquation de la conique I^ correspondant au point M. Ainsi aux 
points de concours des bissectrices correspondent les coniques dont les 
équations sont 

aji _|_ y2 _|_ s» __ 21/3 — 25.C — 2Xy = G, 

X* -\- y^ -\- z^ — lyz + izx + 2xy = o, 
x^ ■+■ y^ -h z^ -{- lyz — 1ZX 4- 20cy =z o, 
as* 4- ^* + 3* + 21/r -h 2ZX — 2xy = o. 

Au centre de gravité correspond la conique inscrite correspondant à 
l'équation 

a'a?' -h b^y^ + c^s* — 2bcyz — 2cazx — 2abxy = o , etc. 
Si A^ tourne autour d'un point fixe, les coniques Cm, restent tangentes 
à une quatrième droite (la polaire du point P). Donc le lieu de leurs 
centres est une droite. 



2. — Soit Xtj i/i, Zi les cordonnées du point M. Le lieu des pôles des 
droites passant par le point M a pour équation 



ou 



y^ 



Vi^i 



! 1 =o, 

X y z 



SX xy 
H ! —o. 



ZxX 



v^i 



x,y 



G*est réquation de la conique Cm. 
Des équations simultanées : 



x^ y^ 



( 



je déduis 



yz 



zœ 



2XZ 

ZxXy 

xy 



2xy 



a^iî/i 



=■ o, 



/x y a\2 

(--4--+ -) =:^0. 



Donc les deux coniques Cm et Un sont bitangentes, la corde de contact 
étant Am« 



3. — La condition pour que Im soit une parabole est ô = o, en posant 



I 



xr 

I 

I 



a 



I 
I 
b 



5,X) 
I 

yJi 

I 

2 



2l 
C 



En développant, on trouve 

8 



x,^y,K, 



a 



c 
o 



— (6('i>i3i + caziXi -H abxiyi) 



Or, bcyz -+■ cazx + abxy = o, est l'équation de la conique circonscrite 
Cg correspondant au centre de gravité G. 
Pour la conique circonscrite Cm, 
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I 


I 


a 




Ô = 


I 





I 


b 






I 


I 


o 


c 




t 


a 


6 


c 


o 


3 = - 


I 


- (a^x^ 4- &^ 


»!/ « + C«Z,> — 


2bcy,z. 


— 2ca 



ou 

L'équation 

o*J3* -h 6*^* -h c*2* — 26cj/« — 2ca2x — lahxy = o, 
est celle de la conique inscrite Ig correspondant au centre de gravité. 

La polaire du centre de gravité étant la droite de Tinfini [ax -hby-\-ci 
=r o] les deux coniques I^^ etC^ sont bitangentes à Tinfini; donc elles 
sont homothétiqueset concentriques. 

4. — Le lieu des points M pour lesquels les coniques inscrites Im sont 
des hyperboles équilatères s'obtient immédiatement. Son équation est 
I I . I 2 cos A 2 cos B 2 cos G 

x^ y* z^ ys zx xy 

ou î/*3* + z\x^ -h x*y^ + 2xyz{x cos A -h y cos B -h z cos C) = o. 

Les trois sommets du triangle de référence sont des points double^. 

Le lieu des points M, pour lesquels les coniques circonscrites Cm sont 
des hyperboles équilatères, a pour équation 

cos A cos B cos G 

1 1 =0, 

yz zx œy 

ou X cos A + î/ cos B 4- 3 cos G = o. 

G'est la polaire du point de concours des hauteurs. Les coniques Gm 
correspondantes passent toutes parle point de concours des hauteurs. Le 
lieu de leurs centres est le cercle des neuf points du triangle de réfé- 
rence, R. Levavasseur. 

Nota. — M. Baudran, élève au lycée de Rouen, nous a envoyé une solu- 
tion de cet exercice, analogue à celle qui précède. 11 y joint les remarques 
suivantes : 

(a) D'après Téquation de Am on voit que c'est la droite harmoniqucment 
associée au point M. 

(b) Si l'on applique à quelques points remarquables les résultats trouvés, 
on obtient les résultats suivants : 

1* Le point de Lemoineest le pôle delà droite de Lcmoine, par rapport 
au triangle. 

2* La conique inscrite, correspondant à ce point, est l'ellipse de Brocard ; 

3° La conique circonscrite qui lui correspond est le cercle circonscrit 
au triangle; 

D'après cela, nous pouvons donc dire que l'ellipse de Brocard et le 
cercle circonscrit au triangle sont bitangents aux points imaginaires où 
la droite de Lemoine les rencontre. 

Gette droite a donc le môme pôle par rapport aux deux courbes. 

Son pôle par rapport au cercle étant le point de Lemoine on peut dire 
que le pôle de la droite de Lemoine, par rapport à l'ellipse de Brocard, 
est le point de Lemoine. 
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(c) La conique circonscrite correspondant au centre de gravité est 
Tellipse de Steiner; cette ellipse a son centre au point G, or la conique 
hg a le même centre que cette ellipse, et elle passe par les pieds des 
médianes ; c^est donc la conique centralement associée au point G. 

Donc : la conique centralement associée au point G est inscrite dans le 
triangle et homothétique de Tellipse de Steiner. 

(d) La polaire de Torthocentre est Taxe orthiqde du triangle, la conique 
inscrite correspondant à ce point est l'ellipse (k). 

(e) L'ellipse de Simmons est la conique inscrite correspondant au 
centre isogone. 

(f) Enfin le point de Steiner a pour polaire la droite KH^ qui joint le 
point de Lemoine au point réciproque de Torthocentre et la conique 
inscrite correspondant à ce point est la parabole de Eiepert. Ainsi, les 
droites qui joignent les sommets du triangle aux points de contact de la 
parabole de Kiepert et des côtés opposés passent par le point de Steiner (*). 

M. Balitrand, élève à TËcole Polytechnique, nous a communiqué, de 
son côté, une solution de cet exercice, accompagnée de remarque 
diverses. Il élargit la question proposée par M. Levavasseur, en obser- 
vant, avec raison, qu'elle doit être considérée comme le point de départ 
d'une étude sur la transformation dans laquelle on fait correspondre un 
point à une droite, ces éléments étant harmoniquement associés. 
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QUESTION 190 

Holation par M. G. Leinekugel, élève au Lycée Gharlemagne. 



On considère deux points A, B fixes. Un angle droit uov pivote 
autour d'un point fixe 0; et Von considère les deux paraboles P, Q 
qui passent par A, B, et ont pour aoces ou, ov. 

Trouver le lieu décrit par les deux autres points communs à P 
et Q. Examiner le cas oit est sur la perpendiculaire élevée du 
milieu de AB. 

Si AB a pour équation y = c; et si /, n désignent la 
somme et le produit des distances de A, B à la perpendiculaire 
abaissée de sur AB, Téquation de Tune des paraboles P sera 

(P) (î/— mx)'— 2?n(/w-c)(mi/-f-a;)+nm*— c'+2m'c(/m— c)=o. 

L'équation de Q se déduira de celle de P en changeant m en 

Pour obtenir le lieu des points communs à P et à Q, 

m 

j'éliminerai m entre les équations de P et de Q. Ceci revient 

à exprimer que Téqualion de P ordonnée par rapport à m 

(1) 2m'(y — c)l -h m*[2{lx — cy) 4- 2c" — n — x*] 

+ 2m[y — c]x — (y* — c*) = o 

admet deux racines m^, m, telles que 

Wll.TUj -= — ï. 

2/ -+- c 



Or, on a m^.m^^m^ = 



2/ 

y 



d'oîi m^ — — 

2/ 

En remplaçant Wj par cette valeur, dans (i), on a 

iy + ^)[(y + f^Tiy — c) -h (y + c)[x* — 2te -+- n -4- 2c{y — c)] 

4- 4l{x -4- l)(y - c)] = o. 

Le facteur y 4- c, introduit par élimination, est à rejeter; 
car il correspond à l'hypothèse m, = o. 

Le lieu est donc une cubique F représentée par Téquation 
(y + c)[x^ + t/« - 2te H- n + 2cy - 3c*] = 4/(0 - y)(l -4- x). 

Sous cette forme, on voit que F est une cubique circulaire, 



48 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

admettant comme asymptote la droite symétrique de AB par 
rapport à 0. Elle passe par A, B, ainsi que par le point 
dont les coordonnées sont — c, — L 

Dans le cas où se trouve sur la perpendiculaire élevée 
au milieu de AB, on a / = o; et la cubique se décompose en 
un cercle et une droite. 

Nota. — Autre solulion par M. Doucet, élève au lycée Gondorcet. 



QUESTIONS PROPOSEES 



278. — Soit f(x) = 0. 

une équation ayant ses racines réelles et distinctes. 
Démontrer que 

/• + A, f -h A, /•" + ... 4- A/(P) = o, 
a toutes ses racines, réelles et distinctes, si 

r.P - A, ^P-* -i' Aj 5P-2 . . . +(- i)PAp = o, 
a ses racines réelles. (G. L.^ 

279. — Soit H une hyperbole équilatère. Ayant pris deux 
points A, B, sur H, on trace un cercle A ayant AB pour dia- 
mètre. Ce cercle A coupe H en deux points, C, D, différents 
des points A, B. Soit I le point de concours des droites AD, 
BC; J, celui des droites BG, AD. 

Démontrer que IJ coupe les axes de H en deux points for- 
mant avec I, J une division isotomique. 

(Nous rappelons que quatre points, situés en ligne droite, forment une 
division isotomique, lorsque le milieu du segment forme par les points 
mo^'ens de la division coïncide avec le milieu du segment formé par les 
points extrêmes.) 

(G.L.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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THEOREMES DE GEOMETRIE INFINITESIMALE 

APPLICATION AUX ANAMORPHOSES CONIQUES, 
Par M. M. d'Oeaiçne. 

(Switee/ /!n, voir p. 31. ) 



3. — Lorsque la courbe c est une spirale d' Archimède^ de 
pôle 0, la courbe k est un cercle de centre 0. Appliquons alors 
le théorème I à la déterminatioQ du centre de courbure de la 
spirale d'Archimède. 11 nous donne le résultat suivant: 

Le centre de courbure Û est la projection^ sur MN, du point oii 
ON est coupée par la médiane, issue de P, du triangle MPN. 

Mais nous avons fait voir (iV. A. M, 1883, p. 459) que la droite 
Pu est, dans ce cas, la symédiane issue de P du triangle MPN. 
De là, une propriété de la symédiane dans le triangle rec- 
tangle, laquelle peut s'énoncer ainsi : 

Le pied de la perpendiculaire abaissée sur un côté de Vangle 
droit d'un triangle rectangle, du point où la hauteur correspon- 
dant à r hypoténuse est rencontrée par la médiane issy£ du sommet 
opposé, est le pied de la symédiane issue de ce sommet. 

4. — Les théorèmes précédents donnent une solution élé- 
gante du problè- 
me des anamor- 
phoses coniques, 
que nous avons 
déjà traité ail- 
leurs (iV. A. M,, 
1880, p. 296) 
d'une façon un 
peu moins sim- 
ple. 

Ce problème 
peut s'énoncer 
ainsi : ^^- ^* 

Un miroir ayant la forme d'un cône droit de révolution repose» 
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pç^r sa base, sur un plan. Tracer, sur ce plan, une courbe c' telle 
que son image, pour un œil situé à Vinfini dans la direction de 
Vaxe du miroir, soit une courbe donnée c. 

Soit M un point de la courbe donnée c (fig. 4), M' le point 
correspondant de la courbe cherchée c'. Nous avons fait voir 
que les points M et M', évidemment situés sur un même 
diamètre OMM' de la base du cône, sont tels qu'en appelant 
A le point où OMM' coupe le cercle G de base du cône, on a 

MA 
ÂM^ - ^os a, 

a étant l'angle au sommet du cône. 

Nous en avons déduit que les normales en M et M', à c et à 

c', coupent la perpendiculaire élevée en 0, à OM, en des points 

N et N' tels que 

ON 

(1) ÔF " ■" "^""^ ""' 

Voyons -maintenant comment le centre de courbure û' se 
déduira du centre de courbure Û. 

Uapplication soit du théorème I, soit du théorème II, nous 
permet de déduire la normale ou la tangente à la courbe k 
décrite par N, du centre de courbure Q. Mais Tégalité (1) 
montre que les courbes A: et k\ décrites par N et N' sont homo- 
thétiques relativement au point G. Donc, la normale ou la 
tangente, en N', à. A', est parallèle à la normale ou à la tan- 
gente en N, à k. Ayant aiûsi cette normale ou cette tangente, 
Tapplication en sens inverse du même théorème, I ou II, per- 
met d'en déduire le centre de courbure û'. 

Ayant tracé les normales MN, M'N', on élève en N et en N' 
les perpendiculaires NP, NT' à ces normales; puis, on tire les 
médianes Pfx, Py des triangles MPN, M'P'N'. 

Si la perpendiculaire élevée, à MN, par le centre de courbure 
Û coupe PfjL en E, et que la parallèle N'E''à NE rencontre P|jl' 
en E', le centre de courbure Q' est le pied de la perpendicu- 
laire abaissée, de E', sur M'N'. 

Le tracé qui est représenté par la fig, 4 est celui qui résulte 
de Tapplication du théorème I. 

5. — Nous ferons, pour terminer, à propos des anamor- 
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phoses coniques, la remarque suivante, qui est assez impor- 
tante : • 

L'anamorphose œnique d'une courbe est, à un changement 
d'échelle près^ identique à une concho'ide de cette courbe. 

En efiet, si p et p' sont les rayons vecteurs des points cor- 
respondants M et M' de la courbe c et de son anamorphose c\ 
on a, d'après ce qui vient d'être dit, en appelant r le rayon du 
cercle de base du cône-miroir, et a son angle au sommet, 

p' — r I 
= , 

r — p cos a 

ou Q = — -H ( I H )r . 

^ cos a \ cos a/ 

Considérons la courbe c^ définie par 

^ COS a 

Elle est homothétique à c, le rapport d'homotbétie étant 
égala , et puisque ( i h ) rest coûstant, la courbe 

cos a ^ ^ \ cos a/ 

& est conchoïde de celle-ci, relativement au pôle 0. 

Gela montre, en particulier, que Tanamorphose conique 
d'une droite est une conchoïde de Nicomède. 

Inversement, on a 

p = — p' cos a + (i + cos a)r 
et la courbe c est conchoïde de la courbe c, définie par 

P2 = — p' cos a, 
laquelle est homothétique à c'. De là un procédé pour produire 
optiquement les conchoïdes. 

Soit donnée la courbe Cj. Nous voulons obtenir la conchoïde 

c de celle-ci, définie par 

p = Pj + A» 

Prenons un miroir conique d'angle solide a, et traçons sur 
le plan la courbe c' définie par 

^ cos a* 

puis prenons pour rayon de base de notre miroir 

k 
r = • 

i 4- cos a 
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Alors rimage de c' produite par le miroir, pour un œil situé 
à Tinfini sur Taxe, sera précisément la Tionchoïde c. En pra- 
tique,on se placerait à une distance suffisamment grande pour 
que l'influence des parallaxes devînt négligeable. 

Si l'on prend a = - » le changement d'échelle est supprime. 



THEOREME GÉNÉRAL DE CONVERGENCE 

Par M.«I« B. Pomey, iDgénieur, ancien Élève derÊcole Polytechnique. 



Théorème. — J7«c sévit à termes réels est convergente^ si 
Ton peut déterminer le rang n cf wn certain terme de cette série, 
de manière que la somme des p termes suivants reste inférieure^ 
en valeur absolue^ à un nombre donné quelconque £, pour toutes 
les valeurs entières positives de p. 

Je dis qu'on peut définir une manière particulière de faire 
croître p indéfiniment, de manière que la somme S„+p des 
n -h p premiers termes de la série, tende vers une limite 
déterminée. 

Imaginons que nous ayons porté, sur la droite OX, à partir 
du point 0, comme origine, et dans un sens ou dans l'autre, 
suivant leur signe, les valeurs de S„+i, Sn+2. . ., S„+p. . . Les 
extrémités de ces longueurs tomberont entre deux points A 
et B, dont la distance est au plus égale à 2e. Divisons l'inter- 
valle AB en A: parties égales. Gomme les quantités S„+i, 
Sn+2, etc., sont en nombre infini, il y a au moins une des 
subdivisions de AB, qui comprend à son intérieur ou sur ses 
limites une infinité de valeurs de S„+p. Soit A'B' l'un des 
nouveaux intervalles jouissant de cette propriété. Je le divise, 
à son tour, en k parties égales. Gomme l'intervalle A'B' con- 
tient un nombre infini de valeurs de Sn+p, il y a au moins 
une de ces subdivisions qui comprend, à son intérieur, ou 
sur ses limites, une infinité de valeurs de Sn+p. En conti- 
nuant ce procédé, on obtient une série d'intervalles successifs 
AB, A'B', A"B"..., dont chacun comprend le suivant et qui 
»end"nt vers zéro, parce qu6 leurs longueurs décroissent 
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comme les termes d'une progression géométrique, de raison - • 

K 

Les points A, A', A"..., B, B\ B"... tendent donc vers une 
limite déterminée S. Maintenant; si, dans la suite Sn^-i, S„^2, 
elc, nous ne laissons subsister que les groupes de termes 
représentés par des longueurs terminées respectivement dans 
AB, A'B', A'^B'', etc., nous arrivons à définir une certaine 
façon de faire croître j? indéfiniment, de manière que S^-^p tende 
vers une limite S bien déterminée. Mais on ne voit pas encore 
d'impossibilité à ce que les longueurs représentatives de S^^.! , 
Sn+2« etc., se répartissent, en poussant assez loin le fraction- 
nement de AB, en deux groupes. comprenant un nombre infini 
de termes, dont les extrémités seraient respectivement situées, 
par exemple, dans deux segments non consécutifs de AB. Si 
une telle séparation était possible. S» pourrait tendre vers 
deux limites distinctes, ou ne pas avoir de limite déterminée, 
suivant la manière dont on ferait tendre n vers Tinfini. Mais, 
quelle que soit la loi suivant laquelle on fait tendre p vers 
rinfini, Sn+p tend vers la même limite. 

En effet, supposons que p tende vers Tinfini suivant la loi 
indiquée ci-dessus et que l'entier positif q tende vers l'infini 
suivant une autre loi. Alors, on peut déterminer m de manière 
à avoir : 

avec . ' ' .• 

2 * (r = I, 2, 3 . .• oo) 

Or, pourvu que l'on ait : 

n-4-p>m, n -h q > nif 

chose toujours possible, on pourra déterminer deux nombres 

7\, Tj, tels que : 

A ces valeurs r^ et r, de r correspondent les valeurs 6^ et 6, 

de et on a 

g 

ou Sn+<2 = Sn+p 4- O'ê aVCC |0'| < I. 

Mais, si je donne à e une série de valeurs e|, e,, e,, etc., 
tendant vers zéro, on pourra prendre pour m une série de 
valeurs m^, m,, Wj, etc., tendant vers l'infini. Alors p ^iq len- 



Sn.+,. = S« + 6 - avec 
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dent aussi vers Tinfini suivant leurs lois particulières et on a 

lim S,^+^ = lim Sn+p + lira ô'e lim Sn+p = S 

lim ô'e = lim Ô' X lim e = o. 

D*oîi : lim Sn+'q = S. c. q. f. d. 

^^^^^^^^^^ ■ I ■ ^«^^Mii^— — ■■■■ ■■■ ■■ Il ■ ■■ ■■ I» — ■■^11 ■ 

NOTE SUR LA KREUZCURVE 

Par M. Balitrand, élève à TÉcole Polytechnique. 



La détermination de la tangente à une courbe, que Ton sait 
construire point par point, est importante, non seulement parce 
qu'elle donne plus d'exactitude au tracé graphique mais encore 
parce qu'elle fournit des propriétés géométriques de la courbe, 
qui peuvent être intéressantes en elles-mêmes. Aussi n'est-il 
pas inutile de chercher plusieurs méthodes pour le tracé de 
cette tangente, et c'est ce que nous allons faire pour la 
Kreuzcurve. 

1. On considère Tellipse dont Téquation est 

et l'on mène la tangente au point M; elle coupe les axes de 
l'ellipse aux points Â, B. Les parallèles aux axes menés par 
ces points se coupent en un point M^, dont le lieu est la 
Kreuzcurve représentée par l'équation 

a» 6* 



ûc* y^ , 



Nous dirons que les points M et M| sont correspondants, si 

les coordonnées de M sont : 

X = a cos <p, y = b sin <p; 

celles de M^ seront : 

a b 

cos cp "^ sinç 

En un mot, les points M, M^ se correspondent dans la trans- 
formation réciproque cartésienne (*). 

(*) Voyez G. de liOngchamps, Essai sur la Géométrie de la Règle el de 
VEquerre^ p. 134. 



I 
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2. Première construction de la tangente à la 
Kreuzcurve. — On trouve aisément, pour équation de la 
tangente en M^, de la Kreuzcurve 

(1) - cos' 9 -h ^ siu^ 9—1=0. 

a b ^ 

Elle passe par le point de rencontre des deux droites repré- 
sentées par les équations 

(2) — cos CD -h •- sin 9 == I , 

a * 

(3) — sIq 9 -h ^ cos 9 = G. 

La première représente la tangente au point M à l'ellipse; 
l'autre, le disfmëtre conjugué de OM^. Il suffit en effet, pour 
obtenir l'équation (1), de retrancher les équations précédentes 
après avoir multiplié la relation (3) par sin 9 cos 9. 

3. Seconde construction de la tangente. — La 

droite MM| a pour équation 

oc t/ 

(4) — cos^ 9—7- siu* 9 — cos* 9 -t- sin* 9 == o. 
a 

On voit que la tangente au point M^ est conjuguée harmo- 
nique de MMj, par rapport aux droites MA, MB. Cette con- 
struction de la tangente est due à M. de Longchamps; elle 
conduit à quelques remarques intéressantes. D'un point P, pris 
sur la tangente en M, menons une seconde tangente à la Kreuz- 
curve. Soient Mj le point de contact, M' le point correspondant 
sur l'ellipse, A' et B' les points oii la tangente en M' coupe les 
axes. Les points d'intersection des rayons homologues des 
deux faisceaux M^ (ABMP), Mi (A'B'M'P) sont sur une conique 
contenant les points M^ Mj. Autrement dit, les points M^, Mj, 
P, et le point de rencontre des droites MM^, M'MÎ sont sur une 
hyperbole équilatère ayant ses asymptotes parallèles aux axes. 

Si l'on suppose que les points P, M/ soient infiniment 
voisins de M^, on arrive au théorème suivant: 

Vhyf»erbole équiltilère, osculalrice à la Kreuzcurve en un point 
Ml, et ayant ses asymptotes parallèles aux axes, passe par le point 
de contact de la droite MMj avec son enveloppe. 
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Si, parle point M, nous menons des parallèles aux axes, ces 
parallèle*, la droite MM^ et la parallèle à la tangente en M^, à 
la Kreuzcurve, forment un faisceau harmonique. Il en résulte 
que le segment de la tangente en M^ à la Kreuzcurve, compris 
entre ces parallèles, est divisé au point M, en deux parties 
égales. Par suite, il existe une hyperbole équilatère ayant 
pour asymptotes les parallèles aux axes, issues de M, et tan- 
gente, en Ml, à la Kreuzcurve. Cette hyperbole passe par l'ori- 
gine, comme on le vérifie immédiatement. 

Nous avons déduit Texistence de cette hyperbole de la con- 
struction de la tangente, due à M. de Longchamps. Mais, 
inversement, on peut démontrer Texistence de cette hyperbole 
et en déduire la construction de la tangente en M^ à la Kreuz- 
curve. En effet Thyperbole correspondant à Téquation 
{x — a cos <p) (y — 6 sin cp) — ab sin cp cos ? = o, 
dont lesasymptotes sont eo évidence, passe par Torigine, par 
le point Ml, et admet, en ce point, même tangente que la 
Kreuzcurve. 

4. — Construction du centre de courbure de la 
Kreuzcurve. — La considération de cette hyperbole équi- 
latère, dont réquation est 

(S) xy — bx sin ^ — ay cos ? = o, 

permet de déterminer le centre de courbure de la Kreuzcurve. 

A cet effet, commençons par rappeler la formule 

p = _ (n_ i)« \\dx) \dy) \ 



H 
qui donnne le rayon de courbure p d'une courbe de degré n 
dont réquation est f(x, y) = o; formule dans laquelle H dé- 
signe le lîessien de la fonction f(Xyy) rendue homogène. 
Nous aurons pour la Kreuzcurve, en calculant les valeurs de 

— y -/■ et H relatives au point M^ 
dx ay 

df 2 cos' f df 2 sin' cp 

dx a dy 6 * 

__ 6' sin* 9 cos* <p 

^- ¥b* — 
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3 

Par suite, p, = «»' Ços' 9 + a' sin» y)"'^ 

3ao sm* <p cos* cp 
Pour rhyperbole équilatère (o), nous trouvons: 

df _h cos* cp 

dx sin (p 

df _ a sin* <p 

t/i/ cos <p 
H = a& sin 9 cos (p. 

(6" cos« 9 -H a" sin« 9)^ 



puis p = 

Par suite, 



206 sin* ç cos* <p 

Pi ^ 2 

Ainsi, le rapport des rayons de courbure de la Kreuzcurve 

2 

et de rhyperbole équilatère est constant, et égal à - (*). 

3 

Mais, d'autre part, dans Tbyperbole équilatère le diamètre 

du cercle de courbure en un point est égal au segment de la 

normale en ce point compris entre l'hyperbole. Dans le cas 

présent, comme on connaît les asymptotes de l'hyperbole, on 

en déduit immédiatement le diamètre de son cercle oscula- 

teur, et, en prenant les ^ de ce diamètre, on a le diamètre du 

3 

cercle osculateur en Mj à la Kreuzcurve. 

(*) Ce théorème est un cas particuUer d*une propriété générale due 
à M. Jamet (ÂnncUes de VÉcole normale supérieure, 1887), et qui s'énonce 
de la manière suivante : 

On considère la courbe plane triangulaire ayant pour équation 



©•-©■-©■=°- 



Par chaque point M de cette courbe on peut faire passer une conique tan- 
gente à la courbe en ce point et circonscrite au triangle de référence ; le rapport 
des rayons de courbure de la conique et de la courbe est constant , quand M varie. 

Ce théorème permet, au moins théoriquement, de déterminer le rayon 
de courbure d*une foule de courbes connues: les cubiques unicursales; 
les courbes du quatrième ordre qui ont trois points doubles dMnflexion, 
et parmi celles-ci la lemniscate et la Kreuzcurve ;les courbes du qua- 
trième ordre qui ont trois points de rebroussement, etc. 
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SUR TROIS THÉORÈMES DE BUDAN 

Par M. Ans* Poulain, à Angers. 



/. — Premier théorème. 

1. — Budan a publié de 1803 à 1830 divers travaux sur les 
équations algébriques. Un de ses théorèmes est devenu clas- 
sique; il concerne les variations qui se perdent lorsqu'on 
substitue a et p > a dans la suite 

Deux autres théorèmes, très utiles, sont tombés dans Toubli. 
Nous nous proposons de les remettre en lumière, en les tra- 
duisant dans le langage actuel. 

Il est inutile de rappeler renoncé du théorème I, dont nous 
venons de parler (voir les Algèbres de Serret et de Lefébure). 
Disons seulement que, dans le cas restreint où toutes les 
racines de f{x) = o sout réelles, la démonstration se déduit 
très facilement de la règle de Descartes, en prenant des trans- 
formées en or — a et a; — p. Il n'en est plus de même dans le 
cas général. En 1811, Budan établit le théorème dans toute sa 
généralité^ mais par une méthode qui n'a aucune analogie avec 
la démonstration moderne. Cette dernière est toute semblable 
à celle du théorème de Sturm, et c'est même à elle que Sturm 
doit l'invention de son théorème. Elle est due à Fourier, ce 
qui a conduit souvent à lui attribuer, par erreur, le théorème 
lui-môme (*). 

C) Il est indubitable que la priorité du théorème appartient à Budan ; 
car : 1* il renonça à rAcadémie dès 1803, et c'est seulement dix-sept ans 
plus tard, en 1820, que Fourier publia sa démonstration, dans le Bulletin 
de la Société philo mathique; 2* Fourier ne protesta jamais contre la 
Note VIII du Traité si célèbre de Lagrange (2- édition, 1808), où le théorème 
est attribué, avec de grands éloges, à Budan; 3* en 1811, la démonstration 
complète fut lue, par l'auteur, k l'Institut; Lagrange et Legendre firent un 
long rapport, inséré au Moniteur y où ils déclarèrent que t le théorème 
était nouveau». Un tel témoignage suffirait. A moins de changer tous les 
«mages scientifiques, il faut attribuer un théorème à celui qui Ta donné 
le premier. 
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2. — La luôme méthode conduit à un théorème plus géné- 
ral, c'est que : on peut arrêter la suite (A) à la n'^"® dérivée, pourvu 
que celle-ci ne s'annule pas dans Vintervalle considéré. Cela s'ap- 
plique même' aux fonctions transcendantes ou aux fondions algé- 
briques, pourvu quelles restent continues dans rintervalle. Cette 
dernière restriction tient à ce que le raisonnement suppose 
que les différeotes fonctions passent nécessairement par zéro 
pour changer de signe (*). 

IL — Second théorème de Budan (**). (La suite collatérale. 

Les cercles limitatifs). 

3. — Lorsque, entre a et p, le nombre des variations per- 
dues est pair, le premier théorème ne fait pas savoir s'il y a, 
dans cet intervalle, des racines réelle?. S'il n'y en a pas, il ne 
servirait de rien de substituer indéfiniment des nombres 
intermédiaires, car toujours la perte continuerait à se faire par 
couples, ce qui maintiendrait sans cesse l'ambiguïté. De là, la 
nécessité d'un autre critérium. 

L'idée qui a dirigé Budan consiste à appliquer le théorème, 
non plus à la proposée, mais à une de ses transformées. Jus- 
que-là, rien que de très vulgaire. Mais il a su choisir sa trans- 
formée, et surtout il a précisé les conditions du succès. La 
conclusion de sa méthode (voir les deux corollaires) est que 
toujours on finira par réussir y et qu'ordinairement ce sera très 
vite. Toutefois, la méthode est en défaut dans un intervalle, 

(*) On peut compléter le théorème I, de manière à augmenter son ren- 
dement. On sait que la règle de Newton abaisse la limite de Descartes, en* 
disant de compter, non plus toutes les variations, mais seulement celles 
qu'on appelle variations-permanences (Voir nos articles dans le /. S. 1888). 
De môme, la règle Newton-Sylvester dit de compter, dans la suite de Bu- 
dan, non plus toutes les pertes de variations, mais seulement celles des 
variations^permanences. Cette règle est rapide. 

(**) Ce théorème a été publié en 1807. Lagrange n'en fait pas mention 
dans sa Note VIII (édition de 1808) ; le théorème était trop récent, Delam- 
bre. Secrétaire de l'Académie, porta ce jugement sur la méthode : « elle 
est d'un degré de facilité qu'on n'osait espérer et qui sera difficilement 
surpassé».— Nous renverrons, d'habitude, au principal ouvrage de l'au- 
teur : Nouvelle Méthode pour la résolution des équations numériques^ par 
Fr. Budan de Boislaurent, Inspecteur général de l'Université. 2"« édition. 
Paris. Bachelier, 1822. 
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s'il ne s'y rencontre que des racines égales. Mais le même 
inconvénient est attaché aux différentes méthodes de sépara- 
tion et d'approximation des racines, sauf au théorème do 
Sturm, qui, en revanche, donne parfois des calculs intermi- 
nables (*). 

4. Définition. — Étant donnée f(x) = o, Budan appelle 

équation collatérale en a la transformée'en y = • On voit 

Su ~~~ Ot 

donc que, pour a = o, cette équation (^ (y) = o n'est autre 
que l'équation aux inverses. Pour a quelconque, c'est l'équa- 
tion aux inverses de la transformée en ce — a. 
Cette dernière transformée est, d'après la formule de Taylor, 

(1) f(^) = m + (x-'-)^-^+ ■" 

Il est facile dès lors d'obtenir l'expression algébrique de 
cp (y). C'est 

(2) 9 (y) = y-^f(^) + î^— i lM + . . . 

Les coefficients sont toujours calculés d'avance, lorsqu'on 
forme la collatérale; car ce sont précisément les termes de la 
suite (A), qu'on a commencé par consulter. 

On appellera suite collatérale de la suite (A), la nouvelle 
suite, analogue à (A) : 

(B) ,(.), ''^'^ '^'^ 



... 



I 1.2 

B. Lemme. — La collatérale a autant de racines supérieures 
à - que f{x) = oade racines réelles comprises entre cl et a -\- h. 
Car si, dans l'expression de y, on fait varier a;, de a à a -f- A, 
y varie de -t- x à - ; et les deux équations sont vérifiées simul- 
tanément. 

6. Corollaire. — Quand la suite collatérale (B) ne renferme 

(•) Serrât fait remarquer {Algèbre^ p. 305), que réquation (11) dont les 
coefficients sont très simples, puisqu'ils égalent tous ±: 1, amène dans 
une des fonctions de Sturm un nombre de qttarante-quatre chiffres. 
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pas de variations pour j = -, la proposée rCa pas de racines 
réelles entre a e/ p = a + h. Car si la suite (B) n'a pas de 
variations pour y = -, Téquation collatérale qui Ta produite 

n'a pas de racines réelles supérieures à -? en vertu du théo- 
rème I, ou du théorème de Newton sur les limites des racines. 
Donc, d'après le lemme, la proposée n'a pas de racines entre 
CL et CL -¥- h, 

7. Second théorème de Budan. — Réciproquement, 
quand f(x) = o n'a pas de racines réelles entre a e< p = a -h h, 

la suite collatérale ne renferme pas de variations pour y = - , 

pourvu que toutes les racines imaginaires de la proposée aient 
leurs points représentatifs extérieurs au cercle décrit sur le 
segment p — a comme diamètre. 

Nous donnerons à ces cercles le nom de cercles limitatifs. 

Puisque f{x) = o n'a pas de racines réelles comprises 
entre a et a + /i, <p(y) = o n'a pas de racines réelles supérieu- 
res à - (5). Par suite cp, sa transformée en y — r ne peut 
avoir de racines positives. Cette transformée étant 



• • • . 



Les coefficients ne présentent pas de variations, sauf le cas 
exceptionnel mentionné dans l'énoncé. 

En effet, puisqu'il n'y a pas de racines positives, les facteurs 
réels, du premier degré, que renferme celte équation, sont de 

la forme (y — - ) + A, A étant positif. Ils sont associés à des 

facteurs de la forme (y — r) + ^{v ~ l) "•" Q> relatifs aux 

couples imaginaires. Q est donc positif. Quand P sera positif 
ou nul, le produit développé ne renfermera pas de varia- 
tions. Mais il y aura doute, si P est négatif. Cherchons donc 
les conditions pour qu'on ait P > o. 
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Soit X ±. tfjL un couple de racines imaginaires de / (x) = o. 
Nous avons a; = X ± tf*. D'oîi 

I I (X — a) :;: tjx 



(8) y = 



x — a (X — a) dt fa (X — a)" 4- |x* 



De cette formule, on déduit y — t^ dont la partie réelle est 

fv 

--— ^ — -- — - — - — -; dès lors la demi-somme des racines 
(X — a)« -H fx» h 

(6) g = I- ^-^ 

La condition P > o devient ainsi : 

(7) (X - a)« -h |x« - A(X - a) ^ 0, 
ou 

(8) (JL« XX - a)(/l - X - a). 

Interprétons géométriquement cette inégalité. Une considé- 
ration de moyenne proportionnelle montre que le cercle dont 
parle l'énoncé a pour équation 

(9) Y« = (X - a){h - X - a). 

L'inégalité (8) signifie donc que le point-racine (X, ix) n'est 
pas intérieur au cercle. 

Dès lors, si cette condition est remplie pour tous les points- 
racines, les coefficients P, P, . . . sont tous positifs, et le pro- 
duit final des trinômes n'aura pas de variations. 

On voit que cette condition suffisante est loin d'être 
nécessaire. En effet, supposons d'abord que P, P', . . . ne 
soient pas négatifs. Le résultat n'a pas de variations, ce qui 
se traduit par une suite d'inégalités. Celles-ci ne changent 
pas brusquement de sens quand certaines des quantités 
P, P', . . . varient d'une manière continue, pour devenir néga- 
tives. Gela revient à dire que certains points-racines peuvent 
souvent pénétrer dans le cercle limitatif, sans qu'il apparaisse 

de variations. 

(A suivre.) 



joubnàl de mathématiques spéciales 63 

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LES CUBIQUES 

Par M. E. Vigarié. 



Les indications qui suivent sont destinées à compléter celles 
que M. Boutin a données dans son article Sur les cubiques 
remarquables du plan d'un triangle. Nous ferons observer, à ce 
propos, que nous avions eu connaissance de la Note de M. Bou- 
tin quand nous lui avons communiqué les renseignements 
bibliographiques qu'il a signalés. Les résultats donnés par 
M. Boutin sont donc personnels et indépendants des travaux 
antérieurs. 

Le problème V, traité par M. Boutin (/. S. 1889, p. 267), a 
été énoncé sous une forme à peu près identique par M. Lucas 
{^Nouvelles Annales de mathématiques^ 1876, p. 240, Ques- 
tion 1207) dans les termes suivants : 

On joint les trois sommets A, B, G d'un triangle à un point P^ 
et l'on prend les intersections A', B', G' des lignes de jonction 
avec les côtés opposés; trouver le lieu des points P, de telle sorte 
que les perpendiculaires élevées sur les côtés aux points A', B', G' 
se coupent en un mém^ point P,. Ce lieu est une cubique dont il 
est facile de déterminer seize points et trois tangentes; construire 
les asymptotes et trouver av^ssi le lieu des points P,. 

La solution que donna M. E. Dewulf de cette question (iV. A. 
1876, p. 550-535), est une belle application des méthodes 
de transformation, en Géométrie. M. Dewulf montra que le 
lieu des points P^, qui, dans le langage proposé par M. Boutin, 
est la cubique des réciproques, relative au réciproque Ho de 
Torthocentre Hi contient les sommets du triangle, Torlho- 
centre, le centre de gravité G, les sommets A^, Bj, G^ du triangle 
anti-complémentaire de ABG, les pieds de AH^,, BH©, GHo, 
et les points d'intersection T, Fa, Fb, Fc, des- droites qui 
joignent les sommets aux points de contact des côtés opposés 
avec le cercle inscrit ou avec Fun des cercles exinscrits. De 
plus, les tangentes en A), B^, Gi sont les droites AA^, BB^, GG^. 

Pour la cubique, lieu des points P„ qui, d'après M. Boutin, 
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est la cubique des inverses relative à ranti-complémentaire H' 
de rorthocentre H, M. Dewulf montre qu'elle renferme les 
sommets du triangle, Torthocentre, le centre du cercle cir- 
conscrit 0, les points à l'infini sur les médiatrices, les centres 
p, p', p', p'" des cercles tangents aux trois côtés et les points 
Ha, Hb, Hc qui, sur le cercle circonscrit, sont diamétralement 
opposés aux sommels du triangle. Les trois asymptotes de la 
cubique sont les médiatrices du triangle. 

La question de M. Lucas a été, en même temps, proposée 
par lui dans la Nouvelle Correspondance mathématique (tome II, 
1876, p. 93, Question 83) et M. H. Van A.ubel en a fait une 
élude approfondie. 

Dans une Note sur un lieu géométrique {N. C. M,, tome IV, 
1878, pp. 261-272), M. H. Van Aubel se propose de trouver 
le lieu des points P, tels que les perpendiculaires P^A.', PaB', PjC 
abaissées sur les trois côtés du triangle ABC, déterminenty sur ces 
côté^j trois points en iniolution. C'est, on le voit, la seconde 
partie de la question de M. Lucas. 

M. Van Aubel montre que le lieu du point Pj est une 
cubique F ayant pour équation : 

{y + z cos A)(^ + X cos B)(x + y cos C), 
— {x -h z cos B)(y + X cos C)(z + y cos A) = o, 
et qu'elle jouit de toutes les propriétés énoncées dans la solu- 
tion de M. Dewulf. Il fait ensuite les remarques suivantes : 

La cubique F a pour centre le centre du cercle circon- 
scrit; elle passe par le point H', symétrique de H par rapport 
à 0, c'est-à-dire l'orthocentre du triangle H^Hi^Hc; par les 
pieds T, r, T" des droites AH', BH', GH'. 

La cubique F est sa propre inverse (en d'autres termes, 
elle est anallagmatique, dans la transformation par points 
inverses). Elle passe par le point Hg, inverse de H', et les 
droites AH', BH', GH' sont tangentes à la cubique en A, B, C; 

Les tangentes en H^, Hp, Hc sont les droites qui joignent 
ces points au point S^ symétrique de Hg par rapporta : elles 
sont parallèles à AH', BH', GH'. 

Les droites qui joignent le point H' aux centres des cercles 
tangents aux trois côtés, sont, en ces points, tangentes à la 
courbe ; 
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Les droites symétriques des droites précédentes, par rapport 
à 0, sont tangentes à la courbe en p^, pj, p^, p["; 

Les tangentes en T, T', T" concourent en un point <r qui 
appartient à la cubique; la tangente en H' passe par le point 
de concours H2 des tangentes en Â, B, C ; 

La tangente en Hj passe par le point de concours <j des 
tangentes en T, T', T" ; 

Les droites T'T% T^T, TT' rencontrent la cubique en U, U' 
U'; les droites AU, BD', CU" sont lesisogonalesde A(t, B<i, Ga; 
les points U, U', U' seront donc déterminés par les rencontres 
de A(7, B(7, C(T avec T'T", T^T, TT'; 

Les droites AU, BU', GU' concourent sur la courbe au 
point (Tj inverse de d ; 

Les droites TU, T'U', T'U' se coupent en H^. 

Les droites p'T, p'T', p'"T' concourent en un môme point de 
la cubique : il en est de môme des droites 

H^T, EbT HcT^ 
p'H^, p"Eb, p'"Ec; 
p'U, p"U', p'^'U^ 
Ap', Bp';, Cp;", etc. 

En résumé, six triangles ABG, HiHbHc, p»'", TTT, 
UU'U', TjTJTJ' sonthomologiques deux à deux, et les différent s 
centres d'homologie font partie du lieu. 

Les perpendiculaires menées des sommets de ces six 
triangles sur les côtés BC, GA, AB du triangle ABG concourent 
sur la cubique; 

Les tangentes en U, U', U* passent par un môme point qui 
appartient à la courbe. M. Van Aubel termine l'étude de ce 
lieu géométrique par la considération de quelques coniques 
associées à la cubique et aux points que no.is avons consi- 
dérés : quelques-unes de ces dernières propricUs ont été 
indiquées par M. Dewulf, dans la solution que nous avons 
rappelée ci-dessus. 

M. Van Aubel remarque enfin, que si l'on cherche le lieu 
des points P, tels que les droites PjHa, PsHb, Païlc déterminent, sur 
les côtés du triangle, six segments en involution, on est conduit 
à une équation qui est précisément celle de la cubique que 
nous venons d'étudier. 
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Revenant plus tard sur Têtu do des cubiques, M. H. Van 
Âubel indiqua Deux propriétés générales des courbes du troisième 
degré {N. C. M. IS^iS, pp. 35S-3S6). Ce travail fut bientôt suivi 
d'une Note plus générale sur les courbes du troisième degré 
(^.C. .If., 1879, pp. 81-87). 

Les trois Mémoires de M, H. Van Aubel, que nous venons 
de signaler, peuvent être étendus aux cubiques en général; et 
l'on peut aisément, avec la nouvelle terminologie, énoncer un 
grand nombre de propositions intéressantes. Ce travail com- 
pléterait la Note de M. Boutin Sur un groupe de cubiques remar^ 
quables du plan du triangle, et donnerait un nouvel attrait à 
Fétude de ces courbes. 

Antérieurement à MM. Lucas, Dewulf et Van Aubel, la 
cubique des inverses^ dont nous venons de parler, a été ren- 
contrée par M. H. R. Gréer, dans une Note : On the équation of 
a certain envelope. (Quarlerly Journal, tome VII, 1865-66, pp. 
70-74). Dans cette Note, elle est considérée comme le lieu des 
points tels, qUe les perpendiculaires élevées aux côtés du triangle^ 
par les pieds des droites qui joignent ces points aux sommets du 
triangle, soient concourantes. M. Gréer donne l'équation de la 
cubique en coordonnées normales, sous une forme identique 
à celle que nous avons indiquée précédemment. 

Enfin, la même cubique des inverses a été encore récemment 
rencontrée par M. M'Cay dans un Mémoire intitulé : On three 
similar figures, with extension of FeuerbacWs Theorem {Transac 
lions of the Royal Irish Academy, vol. XXIX, part X, pp. 303- 
320. Juin 1889). M. M'Cay l'a trouvée en cherchant le lieu des 
foyers F, F' d'une conique inscrite au triangle de référence, et 
telle que la droite FF' passe par le centre du cercle circon- 
scrit. Le savant Géomètre anglais montre que cette cubique 
est le lieu des points de contact des tangentes issues du point 
aux hyperboles équilalères passant par les centres des 
cercles tangents aux côtés. M. M'Cay remarque, en outre, que 
le lieu du point P, milieu de FF', est une autre cubique ayant 
pour point double. 

Les renseignements qui précèdent suffiront, pensons-nous, 
pour montrer l'intérêt qui s'attache aux cubiques remarquables 
du plan du triangle. 
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Nota, — Sur le même sujet M. A. Boutiu nous adresse les 
observations suivantes. 

On peut se proposer de chercher toutes les cubiques qui 
sont leur propre transformée par points inverses. On trouve, 
outre le groupe des cubiques des inverses, relatives à un point 
donné, un second groupe dont Téquation générale est : 

(1) kx{y* + i5«) H- Mylx'^ -+- z^) + k'zix* + y*) + Bxyz = o. 

(Il y aurait lieu de chercher Tenveloppe de la droite qui 
joint deux points inverses situés sur cette cubique.) 

J'ai remarqué (J. S. 1889, p. 266) que le lieu des foyers des 
coniques tangentes à quatre droites rentrait dans le groupe 
précédent. Pour éviter toute ambiguité, cherchons ce lieu, en 
prenant pour triangle de référence trois des tangentes; ce qui, 
je crois, n'a pas été fait. M. Salmon ne iixe pas le triangle de 
référence, et M. Kœlher (*) prend le triangle formé par les trois 
diagonalesdu quadrilatère complet des quatre tangentes. 

Considérons la droite correspondant à l'équalion : 

X V z 

h — H = 0, 

Xi Vi Zi 

constituant avec les côtés du triangle les quatre tangentes 
considérées. Soient (a;, y, z) (a?a, y,, z^ les coordonnées nor- 
males des deux foyers. Le produit de leurs dislances aux 
quatre tangentes étant constant, on ^ : 



\ar, y^ %J\x^ y^ zj 



^^ I 2 cos A 

s -r- — Il 

x\ y^Zi 

L'équation du lieu s'obtient par l'élimination de a;,, j/a» ^i» 
ft*. On trouve : 

Saîjcjy* -4- -5*) + ixyz Sxi cos A — o. 
Ce lieu rentre donc dans le second groupe (1) des cubiques 
qui sont à elles-mêmes leurs transformées par points inverses. 
Toutes les cubiques des inverses, relatives à un point donné, 
peuvent encore s'obtenir par le théorème suivant : 

La lieu géométriqtie des tangentes menées par le point M à toutes 
les coniques circonscrites au triangle de référence et passant en 

(*) Exercices de Géométrie analytique, t. 1, 1886, pp. 318-319. 
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outre par le point M,, inve7*se de Mq, est la cubique des inverses, 
relative au point M,. 

Soient (x, t/, z), {x^, y^ Zi) les coordonnées normales (Fun 
point du lieu et de M. On a : 

(2) kyz -h Bxz 4- Cry = o, 

(3) kXi -h Bî/i 4- C^i = o. 

La condition pour que la tangente en (x, y, z) passe au point 

M, est 

S x^ (B:? -f Oy) — o, 
ou 

(4) i: A {zy^ 4- z,y) = o. 

Uéquation du lieu est le résultat de Télimination de A, B, C 
entre (2) (3) (4). Savoir : 

yz^ + zy^ zx^ + xz, xy^ 4 yx^ 

Xi y^ z^ = o. 

yz xz xy 

Ce déterminant est réductible à 

*Âj 

La transformation homographique, instantanée, de M. de 
Longchamps, montre que le théorème précédent subsiste en 
remplaçant Mj par M^ et le mot inverse par le mot réciproque. 

Un certain nombre de cubiques du groupe des inverses ou 
du groupe des réciproques peuvent se retrouver de diverses 
manières. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les pro- 
positions suivantes: 

Le lieu géométrique des points M, tels que les droites qui leur 
sont harmoniquement associées soient perpendiculaires à 0)1 (0 
centre du cercle circonscrit) est la cubique des inverses, relative 
au centre de gravité, ou cubique des dix-sept points. 

Si l'on substitue à 0, un point quelconque P, on trouve pour 
réquation du lieu : (x^, y^, z^) étant les coordonnées de P. 

^x{z^(y^ cos G +- x^) — y\z^ cos B + x^)\ = ô, 
qui ne rentre dans le groupe des cubiques des inverses, rela- 
tives à un point donné, que si P coïncide avec 0. 

Soient: M un certain point, jx la droite qui lui est harmoniquement 
associée, \f.^ la transversale inverse de [t.. Le lieu des points M, tels 
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que (X, {A, soient parallèles, est la c^ibique des inverses relative au 
point de Lenwim. 

Dans les mêmes conditions, le lieu des poinis M tels que [x, [jl, 
soient perpendiculaires, est la cubique correspondant à V équation : 

3xyz — S C08 Ax(y* -h z*) = o, 
qui rentre dans le second groupe des cubiques qui sont leur trans- 
formées par points inverses. 

Le lieu des centres des coniques inscrites au triangle de référence 
et telles que les normales aux points de contact soient concentrantes, 
est la cubique des inverses, relative au centre de gravité. 

Si \K est la droite harmoniquement associée à il, la transformée 
par points inverses de [i est une conique circonscrite au triangle. 
Le lieu de M, quand les normales aux sommets du triangle sont 
concourantes est la cubique des inverses relatives au centre de 
gravité. 

On sait (Voir /. S, 1889, p. 268) que, dans ce cas, le lieu du 
point de concours des normales est la cubique des inverses, 
relative à ranlicomplémentaire de Torthocentre. 

Le lieu du point harmoniquement associé aux droites deSimson 

a pour équation 

Sa cotg A (y — py = o. 

Ce lieu rentre dans le second groupe des cubiques qui sont leur 
propres transformées par points réciproques. 

On considère un point M du plan d'un triangle ABC ; les droites 
AM, BM, CM rencontrent la circonférence circonscrite, en Aj, Bi, 
C^. On projette Aj en a^ sur BC, B^ en b^ sur G A, Ct en c^ sur AB. 
Le lieu des points M, tels que les droites Aa^, Bb^, Gcj soient con- 
courantes, est la cubique des inverses relative à l'anticomplémen" 
taire de V orthocentre. 

Cette remarque fournit un nouveau mode de génération de 

cette cubique si remarquable. 

■ ■ I —^—1 - i— ^— — ^—i ■ 

EXERCICES ÉCRITS 



29. — D'un point M on mène les normales à une parabole P : 
1® Trouver le lieu de M, sachant qu'elles forment un fais- 
ceau harmonique avec le diamètre correspondant au point M; 
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2® Trouver le lieu décrit par le centre de gravité du triangle 
formé par les points où les normales considérées rencontrent 
obliquement la parabole donnée. 

Note sur rexercice 28, 

Prenons pour axe des x le diamètre de F, perpendiculaire aux droites 
A, A'; et, pour axe des y, la droite A. 
L*é<{uation de F étant 

a;* -+■ y* — 2ax + c =: o, 
Le ûdsceau des tangentes issues de I (a, p) est représenté par 

(1) (a?4-2/* — 2aa;+c)(a*-4-p« — 2aa+-c)= | a;(a — a) + Py — aa -h c j*. 
Soient a\ X (X paramètre variable) les coordonnées de M. On peut 
écrire l'équation du faisceau des tangentes issues de M et F; puis, en 
faisant a; = o, dans cette équation et dans (1), on a 

[y^ + c)(a« H- P'' — 2aa 4- c) = (py — aa 4- c)\ 
(y^ H- c)[a'* -hl^ — laa' -h c) = (\y -- aa' ^ c)\ 
Ces équations peuvent s'écrire sous les deux formes : 

(«•+«)'+ — pi \ = {y — p-)' 



(y*+c) I + 



a'^ — 2aa' + c ) / axxî — c 



=('-^T 



X» 
Elles doivent être identiques ; cette identité a lieu si Ton a 

a* — 2o* -4- c a'* — 2aa' -h c oa — c aa' — c 
= ~, avec = • 

En éliminant X entre ces deux équations, on trouve (abstraction faite 
de A' qui est une solution singulière) pour le lieu cberché, une droite 
parallèle aux droites A, A' correspondant à Téquation : 

a'c 



X 



2aa' — c 



Il est facile de reconnaître ces résultats par des considérations géomé- 
triques très élémentaires et de généraliser la question, en faisant la per- 
spective de la figure proposée; comme Ta observé M. Sarfali, du lycée 
d'Alger, dans la solution géométrique qu'il nous a envoyée. 

Nota. — Cet exercice a été résolu par MM. Baudran, élève au lycée de 
Rouen ; et Bohn, maître répétiteur au collège de Verdun. 
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ERRATA ET RECTIFICATIONS 

(ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE DU TRIANGLE) 



1887. 



Page, ligne. Au lieu de : Lisez : 

39 -6(*)droite conique 

59 -2 40 70 

59 -5 1887 1888 

61 -7 1886 1866 

131 22 N M 

155 12 M^,Mb, M, M^M^M, 

156 7 M^ Mp 
156 8 Mp M^ 

217 9 Supprimer la note qui est au bas de la page. 

219 6 milieux du milieux des diagonales du 

1888. 

11 -2 1883 ' 1888 

12 2 symédianes symédianes des triangles BGC, ^ 



CGA, AGB 



yml 



V sm G c 

m^, ?n^, m^ désignant les mé- 
dianes du triangle. 
12 -2 p. ) p. 57) 

58 9 û,A* = — T ... etc. ûjA =—-... etc. 

m* n* 

58 10 Û,A* =—:... etc. Û,A =-—... etc. 

2R . . 

58 12 Û,Û2 =-^ , . , ~ û.ûj = 2R sin w V I — 4 sin* w 

sm o) V I — 4 sm* w 

2R 

^~ / .. « , ' =2Rsin2a)>/i — 3 tg*w 

sm o) VI — ^ tg* o) 

61 16 OÛ,Q,K OÛiûsK 

102 -10 I le 

202 8 cotg 50» cotg 60» 

% z 

277 7 -^-- = o —t; 

sm G sm G 



(*) Le signe -, indique que les lignes sont comptées en remontant. 
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1889. 



Page, ligne. Au Heu de : 


Lisez : 


18 14 z 


r 


18 17 Xay^h^^c 


^«> ^6» ^c 


28 10 cercle 


triangle 


56 3 xy 


«P 



QUESTIONS PROPOSEES 



280. — Soit BB' le petit axe d'une ellipse F; du point B, 
abstraction faite de BB\ on peut mener à F deux normales. 
Soit C le pied d'une de ces normales. 

En désignant par F Fun des foyers dé F, la perpendiculaire 
élevée en F à BF rencontre la tangente, en B, en un certain 
point D. 

Démontrer que BD — BC. (G. L,) 

281. — La tangente et la normale, en chaque point d'une 
conique à centre, sont parallèles aux asymptotes de l'hyper- 
bole équilatëre qui passe par ce point, par le point diamétra- 
lement opposé et par les deux foyers. Démontrer géométri- 
quement cette proposition. (A. Tissât.) 



Nous avons le regret d'annoncer à nos lecteurs que M. Lévy 
cesse de faire partie de la direction du Journal auquel il con- 
tinuera d'apporter le concours de sa collaboration. 



Erratum. — P. 39, ligne 6, en remontant, au lieu de : li, A„ M, lisez : 

X, Â] M. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR UN CAS D'INTERSECTION DE DEUX TORES 

Par M. P.-H« Schoute. 



Dans Texcellent ouvrage de M. E. Jurisch, intitulé Qtiestions 
de Géométrie descriptive, qui contient les solutions de soixante- 
dix problèmes sur l'intersection do deux surfaces, on trouve 
le problème suivant : 

On donne, dans un plan, un cercle Z et deux droites OA et OB, 
qui se coupent en 0. On fait tourner Z autour deOA, puis autour 
de OB. Trouver la projection de l'intersection de ces deux surfaces 
sur le plan AOB. (Concours d'admission à F École polytechnique, 
1881. — Examen oral,) 

Dans la solution, Fauteur ne remarque pas la nature simple 
de cette projection, laquelle est une ellipse concentrique à Z. 
Nous nous proposons, dans cette Note, de combler cette lacune. 
Nous y rattachons, en terminant, quelques remarques rela- 
tives au système des quadriques qui rencontrent un tore 
donné, suivant deux quartiques gauches. 

1. — Démontrons d'abord que la projection en question est 
une conique. L'intersection totale des deux tores est une 
courbe gauche, du seizième ordre, qui se compose du cercle 
imaginaire à l'infini, commun à toutes les sphères, compté 
quatre fois, du cercle de contact Z des deux surfaces, compté 
deux fois et d'une courbe gauche du quatrième ordre. Cette 
dernière courbe étant symétrique par rapport au plan AOB, 
se projette sur ce plan suivant une conique. 

2. — Cherchons l'équation de la conique en question. Repré- 
sentons respectivement par d, r, a et p la longueur QM, le 
rayon de Z et les angles MO A et MOB (fig. ï). Par rapport 
aux axes y'Ox\ l'équation de Z est 

{x' — d cos a)* 4- (^' — d sin a)» = r*. 
Remplaçant y' par v/t/'* + ^', on trouve, pour l'équation du 
tore dont OA est Taxe : 
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CC' 



Fig. 4. 
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(œ'^ -H j/'* + 2« - 2C?x'cos a + d* - r»)2 = 4d^{y'^ + ^«) sin» a, 
ou 
(a;'2 + j/'« + «* + d* - r'»)» - 4d(a?'* + y'* -^ z^-hd^- r^)x' cos a 

= 4d« |(x'* + y'* + %^) sin* a - rc'* |. 
En transformant cette équation, de façon à rapporter la sur- 
face aux axes yox, au moyen 
des relations 

ce'* H- y^ = ce» + y* et x' 
= X sin oi -h y cos a, 
on obtient 

u^—4.u^d{y cos a4-cc sin a) cos a 
= 4d» j«» sin» a — î/ *(cos* a 
— sin» a) — 2xy sin a cos a|, 
équation où l'on a posé 
(1) cc» + t/» + s» + d* — r* = u». 
Donc, les deux tores sont représentés par les équations 

w* — 2u*dy — 2d^z* 
z= 2d\ {u^y — 2dy^ — dz*) cos 2a + x{u^ — 2dv) sin 2a j , 

— 2d j (u^y — 2dy^ — djs») cos 2^ + a;(w* — 2dy) sin 2(5 1 . 
Elles donnent par soustraction 

(3) cc(u« — 2dy) = (u^y — 2dy^ — d^») tg (a h- p). 
Si l'on fait 

(4) a;» + (2/ - d)» - r« = t^ 
la relation (3) devient, eu égard à (l), 

(n) z- - ytg(a+ ^) - X 

^ ^ aî-(t/-d)tg(a+P) • 

La substitution de cette valeur de z^ dans Tune des équations 
(2) fait connaître l'équation de la projection. 

On trouve, successivement : 

dx 
u^y — 2dy^ — dz* = . j- . /«, 



w» — 2dy = 



aï - (y - d) tg (oc + p) 
d tg (a -H p) 



^ - (y - C^) tg (a 4- p) ' 

w* — 2M» dy — 2d*z^ = w*(u» 2dy) — .2d*a» 

d» tg' (g + p) 2d»^ 

{a? - (y - d)tg (a + p)|* "^ aj - (y - d) tg (a + p) 



<«. 
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Finalement, après division par , , , , 

^ ^ {aî--(i/-.d)tg(a4-p)|' 

on a 

(6) |x« + (j/ - dy - r»} sin» (a + f) 

= 40? sin a sin p |x cos (« + P) — (y — c?) sin (a 4- p)|. 

La divisibilité par t* démontre que le cercle Z fait parlie de 

la projection. La courbe restante (6) est toujours une ellipse. 

En effet, si Ton met son équation sous la forme 

o — Ax^ -h 2'Bxy + Gy* -h . . . , 
on trouve 

A = sin* (a + p) — 4 sin a sin p cos (a 4- p), 

B = — 2 sin a sin p sin (a 4- p), 

G = sin* (a 4- p); 

Qt Ton a B* - AG = - sin* (a - p) sin* (a 4- p). 

3. — L'ellipse (6) rencontre la circonférence Z en quatre 
points situés sur les droites correspondant aux équations 

X = o et X = (y — d) ig {(X -\- p), 
lesquelles représentent deux diamètres du cercle. Ainsi, M 
est le centre de l'el- 
lipse. Les axes de 
Tellipse sont les bis- 
sectrices de Tangle 
formé par ces deux 
diamètres . D'après 
l'équation de la se- 
conde droite MO'(fig. 
2), l'angle yMO' est 
égal à a 4- p. Donc, 
la bissectrice MP de 
l'angle O'MO est 
perpendiculaire à la 




Fig, 2, 



bissectrice OP de l'angle AOB. On trouve sans peine que les 

Q 

a 4- p «^„ * + P 



longueurs des demi-axes suivant MP et MQ sont 



sm 



sm 



cos 



2 



a- p 



COS 



a — p 



2 
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Ainsi la forme de l'ellipse et sa position par rapport au cer- 
cle Z ne dépendent nullement de la distance OM. En d'autres 
termes, quand on déplace dans la direction MO, le lieu de 
la courbe d'intersection des deux tores est un cylindre 
elliptique. 

4. — On obtient la même ellipse en cherchant l'intersection 
du tore OA et d'un troisième tore O'B' engendré par la rota- 
tion de Z autour de la droite O'B' menée par 0' parallèlement 
à OB. En effet, la nouvelle ellipse passe pas S'^, Sg, et ses 
axes sont les droites MP, MQ, parallèles aux bissectrices de 
l'angle OO'B'. De plus, en changeant le sens des angles a et S, 
a et ^ sont remplacés par p et a, etc. 

Cependant, il faut bien se garder de conclure que les trois 
tores OA, OB, O'B' passent par la même courbe gauche du 
quatrième ordre. En effet, les deux tores OB et O'B' à axes 
parallèles conduisent à une ellipse dont un des axes est 
parallèle à ces deux droites. Ainsi, le tore OA est coupé par les 
deux tores OB et O'B' suivant des courbes gauches différenlesy 
qui forment, par leur ensemble, l'intersection totale du cylin- 
dre elliptique (6) et du tore OA. De la même manière, l'ellipse 
s'obtient en cherchant l'intersection des tores OB, O'A*. 

5. — Par rapport aux axes y^Mx" l'équation de l'ellipse est 

(a;» + 2/« - r*) sin» (a + p) 
= 4 sin a sin p{x cos a — y siu a)(.x cos p + J/ sin p) ; 
ou, en représentant t: — p par a', 

(x* + y* + r*) sin*(a — a') 
-h 4 sin a sin a'(x cos ol — y sin <jl){x cos ^' — y sin a') — o. 
A chaque couple de valeurs a, a' correspond une ellipse 
déterminée. Il y a donc une infinité du second ordre do ces 
ellipses; en d'autres termes, on peut faire passer un nombre 
déterminé de ces ellipses par deux points quelconques donnés. 
Cependant le système de ces ellipses concentriques n'est pas 
un réseau linéaire. Car, en le projetant sur le plan du cercle 
circonscrit au triangle O'MO dont le centre a pour coordon- 
nées ; 

X •=. a[\ — cos a cos a'), î/ = — a(cos a -h cos a'), 
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formules dans lesquelles a représente la hauteur issue de M, 
on trouve qu'aux ellipses qui passent par le point (Ç, y\) corres- 
pondent les points de la parabole 

(?* -4- 7|* -H r»)y* H- 4a(7|* — r*)x — ^alr^y + 4a"r« = o 
et non pas les points d'une droite, etc. 

6. — Une question plus générale se rapporte au système 
des quadriques pour chacune desquelles l'intersection avec 
un tore donné se compose de deux courbes gauches du qua- 
trième ordre. Les cylindres elliptiques (6) font partie de ce 
système. L'examen complet de ce système de quadriques 
n'entre pas dans le cadre de ce petit travail. Ainsi, nous nous 
contentons de démontrer qae le système contient une infinité 
du cinquième ordre de surfaces; c'est-à-dire que par cinq 
points quelconques on peut faire passer un nombre déterminé 
de surfaces du système, et d'indiquer ce nombre dans un cas 
particulier. 

7. — Chaque courbe d'intersection de deux quadriques, 
située sur un tore, est une cyclique sphérique (*). 

En effet, la quadrique contenant la courbe et un cinquième 
point du cercle imaginaire à l'infini commun à toutes les 
sphères doit contenir ce cercle. Et cette quadrique est une 
sphère (**). 

Chaque plan coupe une cyclique sphérique en quatre points 



(*) On peut consuUer le livre magistral de M. G. Darboux intitulé : Sur 
une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriqueSf etc. , p. 27. 

Le théoième peut être généralisé en remplaçant « tore» par « cyclide». 

La cyclique particulière, qui forme la partie cherchée de l'intersection 
dans le problème des deux tores, est une « sphéro-cylindrique ». 

{**] La soustraction des équations (2) dont on a multiplié la première 

par sin* 3 et la seconde par sin' a fait trouver les sphères 

, 4 sin a sin p . 
«* — lâu =0, M* : — ; — - dx — idy = o. 

sm (a -h P) 

La première est la sphère de centre M et de rayon r, qui touche le tore 

suivant Z ; c'est donc la seconde qui passe par la cyclique. Son centre 

2d sin (X sin 6 
a pour coordonnées — : -r-> d, o; ce pomt est Tintersection de la 

^ sm (a + p) 

parallèle à Oo; par M avec la droite séparée harmoniq^iement de Oy 
par OA et OB. 
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d'an même cercle, car les quatre points d'intersection se 
trouvent sur la circonférence qui forme l'intersection du plan 
et de la sphère, qui contient la cyclique. 

Par quatre points quelconques d'un tore donné, on ne peut 
faire passer qu'une cyclique unique; car ces quatre points 
déterminent la sphère contenant la cyclique. Il n'y a d'excep- 
tion que si les quatre points considérés sur le tore sont situés 
dans un même plan : dans ce cas il y a indétermination ou 
impossibilité suivant que les quatre points sont ou ne sont 
pas sur un même cercle (*). 

Deux cycliques situées sur le même tore se rencontrent en 
quatre points d'un même cercle. Si elles se trouvent sur la 
même quadrique, elles ont huit points communs, quatre points 
d'un même cercle à distance finie et quatre points à l'infini;- 
ces huit points forment un octuple de points d'intersection 
de trois quadriques. 

8. — Par cinq points quelconques on peut faire passer un 
nombre déterminé de quadriques, chacune desquelles ren- 
contre le tore donné suivant deux cycliques. 



l*) Semblablement, des quatre points de la cyclique situés à Pinfitii 
on n^en saurait choisir que trois à volonté. Car les trois couples de plans 
tangents en ces points aux deux cônes, qui touchent les deux nappes 
du tore le long de son cercle double, déterminent huit points, dont un 
doit être le centre de la sphère contenant la cyclique. Et^i Ton veut que 
la sphère soit réelle, on ne saurait prendre au hasard que deux points 
du cercle imaginaire à l'intini et y ajouter les deux points conjugués, etc. 
Pour le tore dont Téquation est 

{x^ + 1/* H- js* 4- d* — r^ = 4(a;* + 2/^)dS 
les sommets des deux cônes dont nous venons de parler sont les points 
0, 0, ±: dû Ces deux cônes forment la développable focale du tore ; leur 
cercle d'intersection correspond aux équations 

a;!» + î/î = d>, j5 = o, 
est la focale du tore. Uéquation des deux cônes est 

x^ -\- y^ -\- {z z^ dif = G. 
Donc les points à l'infini des cycliques du tore donné, situés sur des 
sphères à centre commun a, &, c sont les quatre points dUntersection 
du cercle à Tinfini et du couple de plans polaires 

ax + hy + (c^i di][s zp di) = o, 
qui se coupent suivant la droite réelle 

ax -h by -h cz = d^, « + c = o, 
11 va sans dire qu'on peut remplacer ces deux plans par des plans 
parallèles passant par l'origine. 
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Le système des quadriques, qui est d'une infinité du neu- 
vième ordre, contient une infinité du cinquième ordre de sur- 
faces, qui satisfont à la condition quadruple de toucher un 
tore donné en quatre points non indiqués. 

9. — Le nombre de ces quadriques qui passent par cinq points 
donnés du tore est égal à quinze. 

En ef£et, chacune des quinze manières dont on peut parta- 
ger les cinq points donnés entre les deux cycliques fait con- 
naître une quadrique, qui satisfait aux conditions posées (*). 



SUR TROIS THEOREMES DE BUDAN 

Par M. Aug. Poulain, à Angers. 
{Suite, voir p. 58.) 



8. Corollaire I- — Si, en se servant des théorèmes I et II, 
on ne réussit pas, de prime abord, à reconnaître l'existence ou 

{*) Il est évident que chacun des cinq arrangements (4, 1) fail trouver une 
cyclique. Car les quatre points déterminent la cyclique qui les contient 
et, par cette cyclique et le cinquième point, il passe toujours une qua- 
drique et une seule. 

Les arrangements (3, 2) ne sont pas aussi faciles à examiner que les pré- 
cédents. Soient A, B, G le terne de points du tore situé sur Tune et D, E 
le couple de points du tore situé sur Tautre des deux cycliques. Soit X 
un plan quelconque passant par DE, G^ Tintersection de X et du tore, et 
R, S la couple de points commun à X et au cercle ABG. Le faisceau des 
sphères ABG est coupé par X suivant le faisceau des cercles par R, S. 
Ainsi la détermination des huit points d'intersection de X et des deux 
cycliques conduit au problème suivant : 

oc Dans un plan, on donne une cyclique plane GS deux points D, E suf 
cette courbe et deux points R, S en dehors. Par D, E on mène un cercle {x qui 
coupe C^ de nouveau en F, G, et, par R, S, on mène un cercle v qui coupe 
L^ en E, L, M, N. De coinbien de manières peut-on déterminer ;jl et v 
de telle sorte que les huit points D, E, F, G, K, L, M, N se trouvent sur 
une même conique? > 

La supposition que G^ se compose de deux cercles et que chacun de 
ces deux cercles contient un des deux points donnés D et E, prouve 
quMl y a une solution unique au moyen du joli théorème suivant, facile 
à vérifier par l'Analyse : 

<t Deux couples de circonférences se rencontrent en huit points situés 
sur une conique, quand les couples des centres sont les couples de som- 
mets opposés d'un parallélogramme. » 
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Vabsence de racines réelles entt^e x = a e/ x = a + h, on j/ m^ri- 
ver a du moins au bout d'un nombre fini (*) d'opérations^ en sub- 
divisant Vintervalle. — On suppose toutefois que f(x) = o est 
débarrassée de ses racines égales. 

En effet, si la fonction /"(a?)' s'annule dans Tintervalle con- 
sidéré, nos intercalations la feront tôt ou tard changer de 
signe. Gela arriverait jnême si les racines étaient multiples 
et d'ordre impair. Si , au contraire, il n'y a pas de racines 
réelles, les intercalations, en se resserrant, rendent aussi petits 
qu'on veut les cercles limitatifs. Donc. les points-racines de 
f(x) = o, qui ont des positions fixes, ne pourront plus, à par- 
tir d'un certain moment, être contenus dans ces cercles, et 
alors, d'après le théorème II, la suite collatérale manifester 
l'absence de racines réelles (**). 

9. Corollaire II. — Généralement la question sera décidée 
au bout d'un très petit nombre d'opérations. (Voir la démonstra- 
tion au n^ 15.) 

La règle de Newton (voir une note précédente) dispensera 
même souvent d'une seconde opération, car le but du théo- 
rème II est, au fond, de faire reconnaître d'une manière rapide 

si l'équation en i/ — - n'a pas de racines positives. Mais la 

règle de Newton y arrive également. 

La méthode est en défaut, mais seulement dans certains 
intervalles, quand il ne s'y rencontre que des racines égales; 
et elle est désavantageuse, si les racines, réelles ou imagi- 
naires, sont très près d'être égales (le point représentatif de 
l'imaginaire est alors très voisin de l'axe des x). Dans ces 
deux cas, les opérations sur la collatérale se prolongent sans 

(*) On ne peut en dire autant de la méthode des différences. Elle ne 
donne aucun moyen d'arrêter les intercalations, si on a soupçonné à tort 
un couple de racines réelles dans Tintervalle. Et, inversement, il arrive 
souvent qu'elle ne donne aucun moyen de soupçonner ce couple, sMl 
existe. Lagrange, il est vrai, a remédié théoriquement à ces inconvénients 
par la méthode de Véquation aux différences, mais les calculs, on le sait, sont 
rebutants et obligeraient soiivent à des milliers de substitutions. 

(**) A plus forte raison, cela aura lieu dès que les points-racines arrive- 
ront à ne plus être situés dans le carré circonscrit au cercle limitatif, 
c'est-à-dire quand on aura h ^2^. 
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succès. Nous croyons que, pour ces intervalles critiques» il 
n'y a (l'autre ressource que de recourir au Ihéorème de Sturm. 
En effet, si Ton voulait débarrasser réquation de ses racines 
égales, il faudrait commencer par chercher le plus grand 
commun diviseur entre f{x) et f'(x), ce qui revient à faire tous 
les calculs de Sturm. 

Il n'en reste pas moins vrai qu'il est toujours avantageux 
d'appliquer la méthode de Budan. Car, pour la majorité des 
équatioDS, elle conduira rapidement au résultat. S'il y a, au 
contraire, des racines égales ou presque égales, elle révélera 
encore rapidement les autres racines, et resserrera les pre- 
mières dans des intervalles aussi petits qu'on voudra. 

10. — L'exemple suivant est emprunté à Lagrange (voir sa 
note VIII). Ne connaissant pas le théorème II, il propose cette 
équation pour montrer que le théorème I ne saurait suffire; 
ce qui est indubitable. 

(10) x' — 20?* H- ôa? — II = o. 

La suite (A) est alors, pour x = i^ 

— 6 + 5 + I -H I . 

Donc, d'après le théorème I, il se perd deux variations 
entre o et i ; ainsi, dans cet intervalle, il y a un couple de 
racinesqui est douteux. Mais la suite collatérale lève ce doute. 
Car elle donne alors, et sans calcul (20) (*), 

Les deux racines sont donc imaginaires, puisqu'il n'y a pas 
de variations. 

11. — Voici deux autres équations (*), proposées par Serret, 
pour expliquer la méthode» do Fourier dont nous parlerons 
plus loin (12). La méthode de Budan va être plas rapide. 

(li) OD® + aî*^ — X* — x' H- ic' — a? -h i = o, 

(12) X* — 12a;* 4- 6ox* + i23x* + 4567a; — 89012 = o. 

(•) Gomme vérificalion des calculs, on voit, a priori j que pour y = -r* 

la suite collatérale commence par —^ — et finit par /(a). Ici elle a donc 

à ses extrémités — 6 et —11. 

(••) La première est due à Midy (Voyez Catalan, Cours d'Analyse de 
^Université de Liège, p. 253). 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1890. 4. 
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La suite (A.), relative à la première équation, perd deux 
variations entre — i et o; quatre entre o et i ; ce qui donne 
six racines douteuses. Or, pour ces deux intervalles, on trouve 
sans calcul (20) que la suite collatérale n'a pas de variations. 
Cela montre ainsi, très simplement, que la proposée a six 
racines imaginaires. 

Pour la seconde équation, un groupement irrégulier montre 
que 10 est une limite supérieure des racines positives. D'autre 
part, la suite (A) perd trois variations entre o et ro, ce qui 
donne une racine certaine et deux douteuses. Mais la suite 
collatérale présente un signe — suivi de signes +. Donc, il n'y 
a qu'une racine réelle dans l'intervalle (5). 

12. — Nous venons de dire que Fourier s'est posé le même 
problème que Budau. Il l'a résolu d'une autre manière qui, 
d'habitude, est moins avantageuse. En raison des deux idées 
sur lesquelles elle repose, on peut la caractériser par les noms 
de méthode des sous- tangentes et de méthode des reculs successifs. 

On sait que la formule de correction de Newton revient à 

ajouter, à la valeur approchée a, une sous-tangente correspon- 
/•(a) 

dante — -^^rr^ " -^^ même, si un arc, compris entre les abs- 

/ (V 
cisses a, a + ^, ne coupe pas l'axe des x, on pourra le recon- 
naître par les sous-tangentes des points extrêmes. Moyennant 
certaines restrictions sur la forme de l'arc, il suffira que les 
tangentes se croisent entre l'arc et l'axe des x, c'est-à-dire 
que la somme arithmétique des sotis-tangentessoUplus grande queh. 

Si la méthode se réduisait à ce critérium, elle serait très 
simple. Mais nous avons dit qu'il faut la combiner, le plus 
souvent avec l'opération des reculs successifs. De là certaines 
difficultés (*). La méthode de Budan, formulée par' un 
théorème unique, est plus facile à retenir; elle est en général 
d'un calcul plus rapide, (A suivre,) 



(*) Voir Serret, Algèbre supérieure. Nous avons cherché à présenter cette 
théorie sous une forme moins abstraite. Voici la règle : !• Parmi les 
variations qui se perdent, on considère les deux qui se trouvent le plus à 
gauche. Si elles ne sont pas contiguês, on les amène à Têtre par un 



lODRNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉaAUtS 83 



BIBLIOGRAPHIE 



Revue générale des sciences pures et appliquées, paraissanl 
le 15 et le 30 de chaque mois (Paris, 18 francs; Départements, 20 francs; 
Union postale, 22 francs. — 0. Doin, éditeur, 8, place de TOdéon.) 

Cette publication, dirigée par M. Louis Olivier, Docteur es sciences, 
s'adresse à tous les amis des sciences et elle nous paraît répondre à un 
besoin réel. Chaque numéro renferme : 1* des articles de fond rédigés 
par les maîtres les plus éminents ; 2* un bulletin bibliographique mettant 
le lecteur au couraut des productions scientifiques les plus récentes, 
publiées en France ou à l'étranger; 3*> un compte- rendu très exact des 
travaux présentés, dans la quinzaine correspondante, aux diverses Aca- 
démies et dans les sociétés savantes, telles que : 

Académie des sciences de Paris. — Académie de médecine» — Société 
de biologie. -« Société royale de Londres. — Académie des sciences de 
Vienne. — Académie royale de Belgique. — Académie des sciences de 
Berlin. — Société do physique de Berlin. — Académie royale des Lincei, 
— Académie des sciences de Turin. ~ Académie de médecine vétérinaire 
de Turin. 

A** Des Nouvelles dans lesquelles sont exposées les découvertes récentes. 
Les premiers numéros, sous cette rubrique, ont donné des articles fort 
intéressants sur: l'éclipsé totale du 23 décembre 1889; la discussion 

RÉCENTE DES EXPÉRIENCES DE M. HERTZ ; LA SYNTHÈSE DES FLUORURES DE CARBONE ; 
LA LÈPRE DANS LES COLONIES ANGLAISES; LES PERTURBATIONS DE MERCURE ET LES 
LOIS ÉLECTRODTNAMIQUES DE GAUSS ; UNE EXPÉRIENCE DE M. LODGE SUR LA RÉSON- 

NANGE Électrique; une nouvelle plante revivisgente ; découverte d'une 

PLANÈTE ENTRE MARS ET JUPITER, ETC. 

mouvement de recul, en subdivisant l'intervalle. 2^ On cherche si le cri-- 
terium des sous-tangentes tranche la question. S'il n'y réussit pas, on 
fait de nouvelles intercalations, après s'être assuré que l'insuccès ne tient 
pas à la présence de racines égales, dans une des équations dérivées. 
Quatre cas se présentent alors : 

a) ou bien on retrouve un cas du même genre;, on subdivisera de 
nouveau; 

b) ou bien le critérium s'applique; 

c) ou encore f{x) a changé de signe; 

d) ou enfin, dans leur mouvement de recul, les deux variations conti- 
guês se sont séparées de nouveau. Alors on rétablira la contiguïté par des 
subdivisions nouvelles. On opérera de même pour les autres couples de 
variations qui se perdent dans l'intervalle. — Il faut avoir une grande 
habitude de cette méthode pour ne pas s'égarer dans les six cas que 
nous venons d'indiquer. De plus, les intercalations sont parfois fort nom- 
breuses, ce qui entraîne à de longs calculs. La méthode n'est courte que 
dans le cas où les deux variations qui se perdent sont contiguês à f{x). 
Toutefois, elle a l'avantage de s'appliquer aux équations transcendantes. 
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CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(2« Session 1889.) 



On donne une parabole, un point A sur son axe et une droite fixe ÂD 
passant par ce point; on considère toutes les coniques bi-tangentes à cette 
parabole aux points où elle est coupée par la droite AD. 

!• Lieu géométrique des centres de ces coniques. — Prévoir le résultat 
géométriquement. — Distinguer les points du lieu qui sont centres d'el- 
lipses ou d*hyperboles. — Construire en particulier le centre de l'hyper- 
bole équilatère qui satisfait aux conditions demandées, puis les ap-'^n- 
totes, ses axes et ses sommets. 

2" On fait tourner la droite AD autour du point A, quel est le 'jU des 
centres de toutes les hyperboles équilatères précédentes? — Gu, où le 
point A coïncide avec le foyer de la parabole donnée. 

3* On mène par le sommet de la parabole des parallèles aux asymp- 
totes de chaque hyperbole équilatère bi-tan sente , elles coupent cette 
hyperbole en deux points M et N; trouver Téquation de la sécante MN et 
le lieu des points de rencontre de cette sécante avec la droite AD quand 
celle-ci tourne autour de A. 

Étudier les transformations subies par la courbe, quand la distance OA 
croît de zéro à Tinfini. 



EXERCICE ECRIT 



30. — Soit F le foyer d'une parabole P. Par un point M, on 
trace les deux tangentes à cette courbe, MA, MB. Soit R le 
point où le diamètre correspondant à M coupe P. 

On propose de trouver le lieu de M, sachant que , ' — 

^ MR 

est constant. 

Note sur l'exercice 29. 

!• SoitMCajo, 2/o) le point d'où parlent trois normales formant avec le dia- 
mètre un faisceau harmonique. Les normales considérées rencontrent 
Taxe en des points A', B', G' et Ton a, d'après l'hypothèse faite, A'B' = B'C. 

Soit le sommet de la parabole; on trouve facilement que les longueurs 
OA', OB', OC sont les racines de l'équation 

U» - VH2X, + p) + Vx,{x, 4- 2p) - p(xl + ?^^ = o. 

En désignant par Uj, U,, U3 ces racines, on ^ 
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2Uj = U, -f- U3 
2X» H- p 

et, par suite, Uj = — 5 — • 

Finalement, le lieu est la parabole cubique représentée par Téquation 

(A) 27pj^=4(a; — p)^ 

2* En désignant par X, Y les coordonnées du point G centre de gravité 
du triangle A'^B'^G'^, dont les sommets sont les 'points où les normales, 
issues de M, rencontrent obliquement la parabole, on troure que les 
ordonnées Yi, Yj, Y3 des points A", B", G'' sont les racines de 

Y»2/o + 2pY»(p — ajo) — 2py^{2p -f- Xo)Y + 2p\yl 4- 2ai] = o. 

Soient x, y les coordonnées de G. On a donc 

(1) 3j, = Y. + y. + y, = iH!^. 

D^ailleurs 

^^ •" ■'; u. Y ^ Y - y; Y5 Y? (Y.-f-Y,+ Y3)'-2lY.Y,-h...) 
3a? — j I -4- Xa + X3 ■= 1 1 = 

j, 2p 2p 2p 2P 

Fin&ip' ;ent 

(2) ^^ 3x=z 9y' + 4P(a?o -4- 2p) 

2p 

La relation (A) donne, d*ailleurs, 

(3) 27pyî = 4(a;; — p)K 
En éliminant x^, t/i* entre {\), (2), (3), on trouve 

2pxy* = Sy* + 4p»t/« -h 4p*. 
La courbe correspondante se construit facilement. 

Nota. — MM. Baudran, élève au lycée de Rouen, et G. Bernheim, élève 
au lycée Gondorcet, ont envoyé une bonne solution de cet exercice. 



QUESTIONS RÉSOLUES 



Trouver le lieu que décrit Vorthocentre H du triangle formé 
par le centre d'une ellipse et par deux points conjugués A, B 
pris sur la courbe. 

Première solution. — Ce lieu revient à celui-ci ; trouver le 
lieu décrit par le pôle normal d'une corde A guipasse constamment 
par deux points conjugués. 

Soient a et p les coordonnées de H, a' et p' celles du point 
H', pôle tangentiel de AB. On sait que (G. L., Géom. an. p. 398) 

^^ ^ " a^p'* -f- 6V* : a^p'^ -h 6V« 

D'ailleurs le point H' décrit l'ellipse qui correspond à l'équa- 
tion 

a*p + 6«a 2 = 2a*b\ 
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Cette dernière relation pouvant s'écrire 

(2) a«(p'» - 6') = 6»(a» - a'«), 

on a, par combinaison avec les égalités (1) et (2), 

(3) ^' = ^ = Q&y/â ^ 

Les équations (1) et (3) donnent finalement, pour l'équation 
du lieu, 

(A) c'ia^x^ - 6y)2 = 2{a^x* + ô«^«)». 

Seconde solution. — On peut aboutir à ce résultat, par une 
voie presque aussi simple, en utilisant les formules de Chasles. 

Désignons par af, y" les coordonnées de A ; par x'\ y" celles 
deB. 

La normale en A correspond à Tégalité 

(1) ^-^ = c.. 

X y 

De même, Téquation 

x' y" 
représente la normale en B. 
D'ailleurs, les formules de Chasles donnent 

^ _y^ ^ - _ ^ 

a ~~ b b ^ a 

L'équation (2) peut donc être écrite ainsi 

(3) "^^1=^^. 

^^ y' af ab 

En résolvant les équations (1), (3) par rapport à — et —, > 

X y 

on a 

(B) g, ?.' ^ «J:£!_±iV , _^,^^a^xM-_6V. 

a ax — by ^ b ax + by ^ 

x'^ y'* 
et comme h -—- = i, 

les égalités (B), combinées avec cette relation conduisent à 
réquation (A), déjà trouvée. 

La courbe qui correspond à (A) est unicursale, comme 
le prouvent les équations (1), (3), qu'on pourrait résoudre 
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rationnellement par rapport ii x eiky. Elle a la forme d'une 
rosace constituée par quatre foliums, se réunissant au centre 
de Tellipse proposée. La détermination des tangentes paral- 
lèles aux axes de Tellipse est possible et offre de Tintérèt. 



NOTE SUR LA QUESTION 278 



Soit f(x) = o, 

une équation ayant ses racines réelles et. inégales. 
Démontrer que 

f + A, f 4- A, r -h ... -f- Apf P) = o, 
a toutes ses racines réelles et inégales, si 

zP - Al zP-* 4- A, zP-» . . . H- (- i)PAp = o, 
a ses racines réelles. 

M. A. Poulain nous a fait observer que ce théorème, pro- 
posé par nous (Journal, p. 48) et dont nous venons de repro- 
duire renoncé, n'est pas nouveau. Il a été donné autrefois 
{Nouvelles Annales, 1866, p. 479) par M. Hermite; et, récem- 
ment (*), M. Fouret, Ta rencontré de son côté. On en trouvera 
une démonstration, due à M. Poulain, dans les Nouvelles 
Annales, 1867, p. 21. 

Voici comment nous étions arrivé à cette propriété. 

1. Lemine. — Soit f(x) = o, 
une équation du degré m, dont toutes les racines a^, a„...a„i 
sont réelles et inégales; Féquation 

(A) f(x) H- X f (x) = o, 

a, elle aussi, ses racines réelles et inégales, quel que soit a. 

En effet, les racines a, substituées dans 

f(x) + \f'{x), 
donnent la suite 

qui ne présente que des variations. L'équation (A) a donc, 
manifestement, m — i racines réelles et inégales. Gomme 
elle est du degré m, le Lemme est ainsi démontré. 



O Comptes rendus, 1889. 
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2. — Si nous appliquons ce Lemme à Téquation (À), nous 
voyons que Téquation 

f[x) -h inx) -h fAJ f{x) -h •kf\x) \ = o, 

ou f{x) -^ (X -h ^)f\x) -+- X[xr'(ûc) = o, 

a, comme la proposée, toutes ses racines réelles et inégales. 

En posant X H- (jl = A, Xu = B 

on peut donc dire que 

r{x) + kr{x) + Br(x)^o, ^ 

a ses racines réelles et inégales, si l'on peut déterminer pour 
X, (A des valeurs réelles ; en d autres termes si l'équation 

^* — Aj5 + B = o, 
a ses racines réelles. Etc. 

Plus généralement, comme l'a observé M. Poulain (loc, cit.) ; 
si f(x) = o, a 6 racines réelles et inégales, l'équation 

f + A/' + A,r 4- . . . A/<^) = o, 
admet au moins Ô racines réelles, si 

z^ - A^sP-i + k^z^^ ... -h (~ lykf == o, 
a ses racines réelles. 6. L. 

Nota. — MM. Leinekugel, élève au lycée Gharlemagne, et Sarfati du 
lycée d'Alger nous ont envoyé une solution de cette question, analogue 
à celle qu'on vient de lire. 



QUESTION 154 (*) 

Solation par M. J. Berthon, élève au lycée de Lyon. 



Si Von pose A© = sin x, Aj = sin x — x cos x; puis, si Von 
calcule k^k^.,. par la formule de récurrence : 

An+l = (2n + l)An - X«An-i 

An est de la foime Un sin x + Vn cos x. Démontrer les pro- 
priétés suivantes: 

^ dAn 

i^ On a : -7— = xAn-i. 

dx 

d^An dAn . 

TLTT — 2n-3 H xAn = O. 

dx* dx 

(•) Marquée, par erreur, lU. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 89 

2<* La fonction An et ises 211 premières dérivées s*annulent pour 
X = o. 
Quelle valeur p7*end alors la dérivée d* ordre 2n -i- i? 

3^ Écrivant Un 4- iVn — Pn» pw^* faisant x = iy,Pn est un 
polynôme en y à coefficients réelSy et de degré n : 

Pn = aoj" 4- a^y"-* -h ... -♦- apy»-P -h ... -+- an; 

d»Pn , ,dPn ^ 

Conclure, de là, que 

1.2.3 ... (n + p) 



ap = — 



2P I .2 ... (n — p) . I .2 ,. . p 



1° Supposons que Ton ait --r-^ = a? An-i. Je dis que ; 

Cm/ 



ax 



— XA. n. 



Si nous^difiTérentions la formule qui donne An+i en fonction 
de An et de An-i, nous obtenons : 

, = (271 + l) --: 2a?An_i — X^ —z 

dx dx dx 



Remplaçant -r-^ par xAn-A, et --r— par a;A„_2, on a : 

ax ux 



dA„+i 



= (2n -i- i)aîAn-i — 2ajAn-i — CC'An-2, 



dx 

= x[{2n — i)An-i — a;'A„_2] = a?An. 



dkni-i 



dx 

Or la formule est vraie pour n = i, n = 2 ; elle est donc 
générale. 
Pour démontrer la seconde formule, observons que : 

^ - «. A I ^^ - xk . 

A„ = (2n - l)An-l — a5«An-2. 

Cette dernière s'écrit, en tenant compte des deux premières : 
... . dA„ I dkn-i 

A« = (2W — Il •- — X • 

Si nous différentions la première de ces égalités, il vient 
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= X 



- + An-i, 



rfx* dx 

d'oîl ^ ^An-i _ d'An _ 2 ^ C/An ^ 

cte ~" da;* a: rfx 

D'après cela, la quatrième de ces égalités devient : 

dkn d*A„ 

a;A„ — 2n -; h x -^r-r = o. 

ox dx^ 



2** Partons de la formule : 

dkn 



= a?A„_i 



dx 
La dérivée (271 + 1)^°*® de ce produit sera : 

d^»+*An _ d^'^An-i ti^"-*An-i 

égalité qui, pour x = o,-se réduit à 

c/a;2«+i j, ~ ^^ \ da?^-' , 
On trouvera, de même, que 

, o^ , — se réduit a 2 (n — i ) — —5 — — ; 

dA 
et ainsi de suite, jusqu'à -7-^ qui, pour a? = 0, se réduit à l'unité. 

QiX 

On a donc finalement : 

-r-^irrr I = 2n.2(n -- i) ,.. 2. i = 2^,n! 
\ dx^"*^^ /o 

3^Le polynôme Pn = Un 4- iVn, dans lequel on a remplacé 

X parî'y, est évidemment un polynôme de degré n, car une des 

quantités U„ ou Vn est de degré n; les coefficients sont réels : 

en effet V» ne renferme que des puissances impaires de a?, le 

facteur i* se trouvera donc dans tous les termes de tVn. Posons 

donc : 

et démontrons l'identité 

d'Pn , dPn ,'. 

Cette identité se vérifie aisément pour n = i, n = 2... Sup- 
posons-la vraie pour n, et démontrons-la pour n -1- 1 . Il faut donc 
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établir que 

î/-^^- 2(y+n+ ï)-^ + 2(n+ i)Pn+|s:o. 

Or, nous avons la relation Pn+i = (2n + i)Pn -4- y*P»_i qui 
se déduit facilement de la formule de récurrence indiquée dans 
renoncé. Nous en tirons 



»-i 



Si nous portons ces valeurs dans Tégalité à vérifier, nous 
trouvons, si nous la supposons vraie pour n etn — i, une 
identité. La formule est donc générale. Cette relation différen- 
tielle va nous servir pour calculer les coefficients de Pn. 

Appliquant cette relation, nous avons : 

(n — pH- 1) (w — /))ap_i— 2n(n — p + i)ap_i— 2(n— p)ap4-2nap= o, 

d'où 

(n — p -h i)(n 4- p) 

^ 2p '^ 

On a donc, successivement, 

{n-^p- i)(n - p + 2) 

2(p - I) 



n(n + i) 
2 



Multipliant ces égalités et faisant a^ = i, on a: 

I (n — p 4- i) ... n(n -h i) ... (n 4-p) 
^ 2P 1.2 ...p 

ou, en multipliant les deux termes de la fraction par in^p)\ 

^p - 2p'(n-p)Ip! " 2P '»+^* 

Solutions analogues par : MM. J. Moulet, au collège de Manosque; E. Ro- 
gier ; Paul Bourgarel, à Ântibes. 
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r 

QUESTION 164. 

Violation par J. Chapron, à Bragolognc. 



On écrit un mot en triangle^ comme il suit, en prenant pour 
exemple le mot ABRAGADABRA. 

ABRAGADABRA 
ABRAGADABR 
ABRACADAB 
ABRAGADA 
ABRAGAD 
ABRAGA 
ABRAG 
ABRA 
ABR 
AB 
A 
Dans ce triangle les mêmes lettres sont placées sur une même 
diagonale et Von voit qu'en partant d'une ligne quelconque on peut 
lire le mot dans le sens de gauche à droite^ puis de bas en haut. 

Démontrer que si Von part de la pi^emiére lettre à gauche dans 
la ligne de rang q -h i du triangle formé par un mot rfe (p + i) 
lettres j le nombre de manières de lire le mot est Glet que le nombre 
total pour toutes les lignes est 2^. (Edouard Lucas.) 

Gonsidérons le mot 

formé de p -h I lettres. Après ravoir,écrit, comme il est expli- 
qué dans renoncé, si Ton part de la lettre Ao,g placée dans la 
ligne de rang ç' + i, on pourra se diriger vers la lettre Ai de 
deux façons seulement ; en prenant 1® la lettre A^,, écrite à 
sa droite; 2® la lettre k.^,q-i écrite au-dessus. 

Soit X| le nombre cherché, nombre correspondant à Ao,g ; 
il est égal au nombre des lectures du mot A^A^ ... Ap : 1® en 
partant de Ai,g ; 2"* en partant de Ai,g_i . 

On a donc 

Aj, = Xp_i -h Xp_i. 
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Supposons que la loi soit vérifiée par les mots de p lettres. 
Alors, on reconnaît que 

x|_i = Cp_i, x|Zi = CpZi 

un a donc XJ = C|.i + GJz} 

ou XJ = C|. 

La loi est donc générale. 

Quant au nombre total des lectures possibles, il est donné 
par la formule 

I H- Lip + Lip ..,-+- dp, 
c'est-à-dire, comme on sait, 2^. 

Remarque. — On peut, d'ailleurs, établir directement la 
seconde partie de la proposition. 

Soit Zp le nombre total des lectures possibles ; en partant 
d'une des lettres Ao on peut, comme nous l'avons observé, 
prendre la lettre A^ située à gauche ; puis, la lettre située au- 
dessus. On a donc 

Zp = 2Zp_i, etc. 



QUESTION 182 

Solution par M. Balitrand, élève en mathématiques spéciales au lycée 

de Nîmes (*). 



Soit Hune hyperbole. Une droite mobile^ tangente àH^rencontre 
les asymptotes en deux points A, B, que F on projette en A' et B' 
sur Vaxe non transverse de la courbe. Sur k'B\ comme diamètre, 
décrivons un cercle ^,et prenons, par rapport à A, le pôle I de AB. 

Trouver le lieu de I. Ce lieu est Vaxe transverse de H. G. L, 

Soient le centre de l'hyperbole ; G Tintersection de AB 
avec l'axe non transverse. Les axes étant les bissectrices des 
asymptotes, ces droites rencontrent la tangente AB en quatre 
points G, A, B, D formant une division harmonique. La ponc- 
tuelle G, A', 0, B' est donc, elle aussi, harmonique, et la 
polaire de G est l'axe transverse de l'hyperbole. 

(*) Aujourd'hui, élève à TEcole Polytechnique. 
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Le pôle de AB, le point I, appartenant à la polaire de G, le 
lieu de I est donc Taxe transyerse. 

Ce raisonnement ne suppose nullement que ÂB soit tangente 
à rhyperbole H ; la propriété en question est donc vérifiée 
pour une droite quelconque, prise dans le plan de cette courbe. 

Nota. — Solutions géométriques et analytiques par : MM. Valabrègue, 
élève au lycée de Montpellier ; Henri Gordier, élève au lycée de Rennes 
(classe de M. Antomari) ; J. Moulet, au collège de Manosque ; Etienne 
Pascot, au lycée de Montpellier; Ignacio Beyens, capitaine du génie, 
professeur de mathématiques spéciales à Cadix ; Roux, élève au lycée de 
Grenoble ; Henri Seauve, élève au lycée de Grenoble ; Charles Merle, 
élève ail lycée de LyoD ; G. Leinekugel, élève au lycée Charlemagne ; et X. 



QUESTION 207 

Solution par M. H. X. 



07% donne deux droites fixes A, A' qui se coupent en A, et un 
point B sur A. D*un point C, mobile sur A', on abaisse sur A une 
perpendiculaire qui coupe cette droite en G'. A partir de C, on 
porte sur A, dans un sens déterminé, une longueur CD constante. 
On demande : 

y® L'enveloppe de CD. 

2^ Le lieu du point G cTintersection de GC avec la perpendicu- 
laire à CD issue du point B. (Treille). 

1 . — Prenons A pour axe des x, une perpendiculaire passant 

par A pour axe des y; soient a, p les coordonnées de C, liées 

par la condition 

p = ma; 

m étant le coefficient angulaire de A'. Soit CD = d. Pour avoir 

l'enveloppe de CD, il faut éliminer a entre l'équation de cette 

droite : 

ty — S ce ""~ fit 

^— — ^ = j- ou mtxx + dy — moL{oL -4- d) = o, 

p — (* 

et la dérivée par rapport à a : 

mx — md '- 2mx = o. 

On trouve ainsi 
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m{x — d)* 4- 4dy = o, 
équation d'une parabole. 

2. — Soit AB = a. On obtient immédiatement le lieu en 
remplaçant, dans Téquation de la perpendiculaire considérée, 

a par a; ; ce qui donne 

mxy — d(x — a) = o. 

Nota. — Solutions par MM Giovanni Russo, à Gataczaro; Delatour, 
élôve en Mathématiques spéciales, au lycée Victor-Hugo, à Besançon ; 
L. Delbourg, maître répétiteur au lycée d'Agen. -*• Solutions géométriques 
par MM. Henri Seauve, élère au lycée de Grenoble; Balitrand, élève au 
lycée de Nîmes ; Roux, élève au lycée de Grenoble. 



QUESTIONS PROPOSEES 



282 (*). — Étant donné un triangle ABC, prenons comme 
coordonnées angulaires d'un point M les angles X, ^, Zy sous 
lesquels on voit, de M, les côtés du triangle. Nous Jes regar- 
derons comme inférieurs à 180®, et de même signe que les 
coordonnées normales correspondantes (**). 

(*) M. Poulain nous a adressé, avec cette question, deux autres qui s'y 
rattachent et que nous proposerons prochainement. 

(•*) ia remarque suivante fait pressentir Timportance que pourront 
prendre ces coordonnées. Toutes celles qu'on emploie actuellement dans 
la Géométrie du triangle sont des éléments immédiats des triangles par- 
tiels MBO, •••^ Car a;, y^ % (coordonnées trilinéaires) sont leurs hauteurs; a, 
^, Y (coordonnées harycentriques) sont les aires; >| (x, v (coordonnées tripo- 
IcUres) leurs côtés. Il reste encore à considérer les angles, partagés en 
deux groupes bien distincts. Or ces éléments d'un même triangle s'appellent 
forcément les uns les autres ; et, par suite, l'étude des angles s'impose. 
On s'en est peu occupé jusqu'ici, quoiqu'on y fût invité par la définition 
des points de Brocard, des points inverses et des centres isogones. Ges 
coordonnées fondamentales étant étudiées, on pourra en faire dériver 
beaucoup d'autres espèces, probablement moins importantes. Par exemple, 
le rayon du cercle circonscrit à MBG se ramène aux angles, puisqu'il 
égale un côté divisé par le double d'un sinus; et le rayon du cercle inscrit 

égale . — Nous proposerions volontiers d'appeler angles laté- 

|x -f- V -h a 

raux de M les deux groupes de trois angles formés avec les côtés, et 

angles surlatéraux de M ceux qui ont leur sommet en M. 
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1<> Connaissant 3ê , ^, S, on demande de trouver, en coor- 
données barycenlriques, Téquation d'un des cercles latéraux 
de M, c'est-à-dire d'un cercle circonscrit à un triangle tel 
que MBC. 

go Prouver que les coordonnées barycentiiques a, p, y de M 
sont données par les formules 

(1) 
a(cotg 3S — cotg A) = p(cotg ^ — cotg B) = Y(cotg Z — cotg G). 

Indiquer quelques vérifications. 

3® Si, dans ces expressions, on remplace a, p, y par les 

doubles des coordonnées absolues a^, ^i, yi» ^lles deviennent 

égales à la puissance de M par rapport au cercle circonscrit. 

On a donc 

(2) 2ai(cotg 3G - cotg A) = MO^ - R». 

4® Des valeurs proportionnelles aux coordonnées tripolaires 
"X, [il, V de M sont données par 

(3) ^^* - ^^ - ""^ 



sin 3G sin ^ sin 3 
5<*Pour le problème inverse de 2®, on a, en posant (x=a-l-p-+-Y, 

(4) cotg 3S = cotg A - ^ . 

6® Calculer les sinus, cosinus et cotangente de ÎB, en fonc- 
tion de (il, V, a, (T. On peut en déduire de nouvelles valeurs en 
fonction de a, p, y. (A. Poulain.) 

283. — Résoudre, complètement, l'équation 

(x^ — 3qx 4- p' — 3pg')* — ^{px -hqY = o. 

(Catalan.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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SUR TROTS THÉORÈMES DE BUDAN 

Par M. Aan:» Poalaln, à ÀDgers. 
{Suite et fin, voir p. 79.) 



IIL — Marche pour la séparation des racines. 

13. — Voici la marche que Budan a indiquée pour utiliser 
ses deux théorèmes. Tout revient à trouver les racines posi- 
tives. On détermine d'abord une limite supérieure. Supposons 
qu'on ait trouvé 45. On pourrait chercher immédiatement le 
nombre de variations perdues entre o et 45. Mais il est plus 
avantageux de ne prendre que des nombres différant d'une 
puissance de 10. De cette manière, on simplifie beaucoup les 
calculs (18), et chaque nouvelle subdivision donne un chiffre 
de plus aux racines qu'elle manifeste. 

Substituons donc o et 100; ou encore les nombres plus rap- 
prochés o, 10, 20,..., 5o. 

14. — Pour chacun des intervalles ainsi examinés, trois 
cas peuvent se présenter. 

1®' cas. — Entre a et ol -{- h, il s'est perdu une seule varia- 
tion. Il est certain qu'alors il y a une seule racine réelle. Il 
ne reste qu'à l'approcher davantage, par les méthodes connues. 

2® cas. — La perte e«/ 2k -4- i. — De nouvelles intercala- 
tions ramèneront forcément au cas précédent ou au suivant; 
à moins que toutes ces racines soient égales. 

3® cas. — Il s'est perdu un nombre pair de variations. — Nous 
avons vu que la suite collatérale arrive toujours à décider ce 
qui se passe dans l'intervalle ; sauf si toutes les racines sont 
égales. 

15. — Ajoutons maintenant que la suite collatérale réussit le 
plus souvent au bout d'un petit nombre dopérations. En effet, 
soit encore 45 une limite supérieure des racines positives, et 

JOURNAL DB MATH. SPiC. ^ 1890. 5 
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supposons que nous ayons substitué o, lo, 20,.. . Par hypothèse, 
le théorème I a été essayé et a laissé dans le doute Texistence 
d'une racine, par exemple, entre 20 et 3o. Pour que la suite 
collatérale laisse subsister ce doute, il faudra que, par une 
coïncidence singulière f{x) = o ait des points racines juste- 
ment dans cet intervalle ; que de plus ils soient à Finlérieur du 
cercle limilatif décni sur le segment 3o — 20; sans compter 
d'autres conditions qui doivent être vérifiées. 

Or ce cercle a une surface très petite par rapport à celui qui 
forme Y aire possible des points-racines. Il y a donc beaucoup 
de chances pour que la première opération réussisse. Si pour- 
tant elle échoue, on divise l'intervalle A en 10 parties égales 
et le nouveau cercle qui doit échapper aux points-racines 
n'est plus en surface que la centième partie du précédent ; et 
ainsi de suite. Les chances de succès augmentent très rapi- 
dement. 

Dans la pratique, on est frappé de la rapidité des réponses. 
Pour la mettre en lumière, nous avons tenu à ne pas choisir 
nous-méme les trois exemples ci-dessus (10, 11, 12). 
IV. — Troisième théorème de Budan (règle des quotients successifs). 

16. — Lorsqu'on applique les théorèmes I et II, un problème 

se pose nécessairement : indiquer un moi/en rapide de calculer 

les termes de la suite 

rA^ r^.^ ^'^ f"(x) 

(A) f(x), , , . . . 

I 1.2 

pour les valeurs successives de x. 

Une première méthode se présente, celle des substitutions 
directes. On y évite les élévations de a; à différentes puis- 
sances (pour X entier), si on emploie une règle de récurrence 
bien connue (^). Mais 1® il reste à faire une suite de multipli- 
cations par X (sauf pour x égal à i ou à une puissance de i o) ; 
2** auparavant, il faut former l'expression des dérivées, ce qui 
exige des multiplications de coefficients. Budan a donné un 
procédé généralement beaucoup plus court, qu'il appelle son 
algorithme. Il se base sur le théorème suivant qui esl l'exten- 

(*) Voir tous les traités à propos de la division des polynômes ou de 
Tessai des racines entières. 
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sion d'un énoncé bien connu sur le reste de la division de 
f{x) par X — h. 

17. Théorôme III. — f Si Von appelle quotients successifs 
de f(x) par x — h, /e quotient ordinaire Qi, puis le quotient de 
Qi par X — h et ainsi de suite^ les restes de ces divisions sont les 

quantités f(h), -^> — ^, • • • ; 2* plus génfrakmenty si Von 

I I • 2 

opère^ non plus sur f (x), mais sur le développement de f (x + a), 
les restes successifs sont f(a -i- h), — 



» • • 



I 

Ajoutons immédiatement que ces quotients s'obtiennent, 
non par une division proprement dite, mais par la règle de 
récurrence indiquée plos haut (*). 

Démonstration. — 1® Pour f{h), le théorème est connu. La 
suite de renoncé peut se déduire de ce premier théorème par 
des groupements successifs, faits dans la formule de Taylor. 
Celle-ci donne d'abord 

f{x) = m + (x- A)[ffl+ (x - A) &U . . .] . 

Le premier quotient Qi est nécessairement écrit dans la 
grande parenthèse ; seulement il se trouve ordonné suivant 
les puissances de x — /i, ce qui ne change pas sa valeur. 
Gomme on obtient le reste de la seconde division en faisant 

X = h dans ce polynôme, on trouve - — •. En raisonnant de 

même sur Q^, on trouve le troisième reste; et ainsi de suite. 
2* On part de 

(*) Aussi Budan présente rarement Ténoncé sous la forme précédente. 
Au lieu de parler de quotients, 11 définit d'abord, par la rôgle de récur- 
rence, les mots termes sommatoires ou syntagmes (premiers, seconde, etc.). 
La méthode contraire eous a paru préférable : elle ne rebute pas le lecteur 
par la nouveauté du langage et rattache renoncé à un autre, très connu. 
— Ce procédé fut communiqué à TAcadémie en 1803. Legendre et Lagrange 
qui Texaminèrent avec Biot et Lacroix le déclarèrent élégant et nouveau. 
Lagrange le recommande dans sa Note VII L Le mérite est moins dans le 
théorème lui-même que dans la règle pratique qui en découle. G*est de 
cet algorithme que Budan déduisait la démonstration complète de son 
théorème I. 



rf 4 rf ' 
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et Ton raisonne de la même manière. 

18. Corollaire. — Ayant les termes de Ja suite (A), pour 
aî=a,on peut donc, au moyen du théorème III, avoir les valeurs 
de ces termes pour x = a h- A. Cela résout le problème pro- 
posé. Car, pour la valeur initiale a; = o, on connaît toujours 
la suite (A). On n'a donc qu'à avancer de proche en proche. 
Seulement la question est de savoir sur quelles abréviations 
on peut compter par ce procédé. Si h était quelconque, il y 
aurait déjà une abréviation appréciable; elle consiste à éviter 
la formation algébrique des différentes dérivées, et dès lors 
uue suite de multiplications de coefficients. Mais nous avons 
vu que Budan suppose toujours que A égale une puissance de 
10 (13). Dès lors, on n'a plus à faire que des additions algé- 
briques, ce qui est beaucoup plus rapide. Ex. : Si dans Téqua- 

lion (10) on voulait substituera? = — ,on dirait: le premier 

terme du quotient est i ; le second, i X • 2 ou -, 

10 10 

etc. ; ce qui n'exige pas de multiplication proprement dite. 

19. — Voici, pour cette même équation, (10) la disposition 
du calcul donnant le résultat de la substitution de a; = i. On 
marche de droite à gauche. 

Coefficients en sens inverse — 1 1 + 6 — 2 + 

1®' reste = — 6 .... 5 — i 

2« reste =5 o 

3* reste =1 

4® reste =1 

Résultat — 6 + 5 + I + 

20. — Il y a, assez souvent, une sorte d'abréviation qui 
résulte de cet algorithme. 11 arrive qu'un des quotients succes- 
sifs et son reste ont tous leurs termes positifs. Dès lors les 
opérations suivantes ne peuvent onner que des quantités 






> 
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positives, et il est inutile de les effectuer, puisqu'on ne cherche 
que des signes. D'autres fois ces signes s'aperçoivent sans 
calcul (voir les trois exemples ci-dessus). 



DIVISION D'UN ARC DE CERCLE 

DANS UN RAPPORT DONNE, AU MOYEN DE LA REGLE 

ET DU COMPAS 

Par M. Pellet, professeur à la Faculté des sciences de Glermonl. 



Au moyen de la règle et du compas, on ne peut diviser un arc 
de cercle en trois parties égales, par un nombre fini d'opéra- 
tions, mais on peut effectuer cette division avec une approxi- 



.<>-' 




mation indéfinie; et comme la convergence est très rapide, la 
construction est vraiment pratique. 

La construction peut même s'étendre au cas oîi l'on veut 
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diviser Tare dans un rapport quelconque m, plus petit que- ; 

seulement, dans ce cas, Tapproximation n'est pas indéfinie; 
toutefois elle est a?sez grande dans la pratique, lorsque Tare 

est inférieur à - • 

4 

l'' Soient AM = a un arc de cercle plus petit que - » PM son 

sinus; (x étant un point de PM, élevons, de ce point, une per- 
pendiculaire sur PM jusqu'à sa rencontre avec l'arc AM en v, 
et prolongeons la droite Ojjl, joignant le centre au point [x, 
jusqu'à sa rencontre avec l'arc AM en v^. R étant un point de 
l'arc vv^, traçons OR et soit I l'intersection de cette droite 
avec (Jiv; puis menons Rp perpendiculaire sur PM. Posons ; 
AR = 0), P{ji. = m . PM = m sin a. 

On a : pR = cos lo — cos a. 

I est l'intersection de deux droites OR dont l'équation est 
!/ = a; tg CD, et [xv dont l'équation est y =^in sin a, en prenant 
pour axe des x la droite OA et pour axe des y la perpendicu- 
laire, à OA, menée par le point 0. On en déduit 

fjt.1 = m sin a cotg (o — cos a 

et, en désignant par r le rapT)ort -^ > 

pK 

m sin a cos cd — cos a sin w 

r =z :^ 

sin (0 (cos 0) — cos a) 
Ce rapport va en diminuant de i à o lorsque le point R va du 
point V au point v^, c'est-à-dire quand to varie: depuis l'arc dont le 

PUL 

sinus est w sin a,jusqu'à l'arc dont la langenleestmtga= j^- 

En effet, la dérivée de r, par rapport à w, peut se mettre sous 

la forme ; 

— m sin a cos' w (cos w — cos a) — cos a sin* to (sin w — msina) 

sin* 0) (cos (0 — cos a)* 
Les quantités cos cd — cos a et sin cd — m sin a sont positives 
lorsque lo varie dans les limites indiquées; donc, entre ces 
limites, la dérivée de r est négative; ce qui démontre la pro- 
position, lien résulte que si Ton se donne la valeur de ce rap- 
port r, le point R est déterminé, et l'on peut en approcher indé- 
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finiment dans les deux sens, de la manière suivante. Soient 
Ri un point de Tare wj, R^p^ sa distance à PM; prenons, sur 
|jLv, (jlIi = r.piRj; la droite 01 rencontre Tare AM en un point 
R, compris entre R^ et R. En effectuant la même construction 
en partant de R„ on obtiendra un point R, compris entre R, 
et le point cherché R ; et ainsi indéfiniment. 

2. Le point R correspondant à a> = ma se trouve toujours 
sur l'arc vv^. Pour (o = ma, la valeur de r est 

m sin a.cos ma — cos a.sin ma 

sin ma (cos ma — cos o) 
"( I 4- m) sin ( I — m)a — ( i - m) sin ( i 4- m)a 

sin 2ma — sin ( i + m)a -h sin ( i — m)a 

Pour w = — » on constate que ce rapport est indépendant 
3 

,2 12 

de a et égal à — • En prenant m = — et r = — , la construc- 

3 3 3 

tion indiquée plus haut donnera donc le tiers de AM. Si m est 

différent de — > la valeur durapportprécédentn'estpasindépen- 
3 

dante de a, mais elle est toujours voisine de — > si m est < — • 

Soit alors R' le point correspondant à r = --» la différence 

entre mw et Tare AR' est plus petite, en valeur absolue et de 
même signe que : 

1 /2Û\* 

quantité dont le module est plus petit que — ("") * (Voir 
Bulletin de la Société Mathématique, année 1888, p. 116). 
Ainsi la distance du point R', pour m < —au point R tel que 

AR = m.AM est inférieure à -—-du rayon, siTangleAGMest 

352 

plus petit que 4 5<*; et inférieure à ^ du rayon, si AOM < 3o^ 
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SUR UN GROUPE DE QUATRE CONIQUES REMARQUABLES 



DU PLA.N d'un triangle 



Par M. Auguste Boulin. 



Soit 0, I, r, r, r", les centres du cercle circonscrit, du cercle 
inscrit et des cercles ex-inscrits au triangle de référence. 

Les transformées par points inverses des quatre droites : 
01, or, or, or'' sont quatre coniques remarquables, que nous 
désignerons par (B,) (B,f) (B,»r) (B,rf). 

Ces coniques sont circonscrites au triangle de référence; elles 
passent par Torlhocentre H, inverse de 0, ce sont donc quatre 
hyperboles équilatères. 

Leurs équations sont, en coordonnées trilinéaires, normales : 

cos B — cos G cos G — cos A cos A -- cos B 

X y % 

(B.) 

cos B — cos G cos A + cos G cos A + cos B 
1 = o 

X y z 

et deux équations analogues pour (B,fr) (Birr^). 

La conique (B,) passe par les points: v, F, I, Jj (inverse du 
point J, rencontré par M. de Longchamps dans son étude : Sur 
une conique remarquable du plan d'un triangle. Association 
française. Congrès de Nancy, 1886). Les coordonnées nor- 
males de ce point vérifient les relations : 

x\y \ z = cotg — : cotff — : cotff — • 

2 2 2 

Jj est le point de Lemoine du triangle HT". 
La même conique passe encore par les points dont les coor 
données vérifient les égalités : 

£c(cos B -h cos G) = j/(co8 G + cos A) = z(cos A -t- cos B), 
X cos* A(cos B -h cos G) = t/ cos* B(cos A + cos G) 

= % cos* G(cos A H- cos B), 
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X sin" A(cos B -h cos G) = y sin* B(cos A 4- cos G) 
= z sin* G(cos A -h cos B). 

(V) est Tinverso du point d'intersection de 01 et de Fv. 

La conique (B,) passe par r,Va, Ta (ces deux derniers points 
appartenant aux groupes dits de Nagel et de Gergonne). 

Les coniques (Bf*) (B^n') ont des propriétés analogues. 

Les tangentes à (Bi) en I, à (B,r) en F, à (B^t) en 1\ à (Bi^rr) 
en F', sont, respectivement : 01, 01', 01", OF. 

Ces quatre coniques peuvent être engendrées de la même 
manière : 

Al, B|, G^ étant les points de contact du cercle inscrit avec les 
côtés de ABC, si Von porte dans le même sens, sur lAj , IB^, IC^, les 
longueurs : lA, = IB, = IG, = 1; les droites AA^, BB,, GG, sont 
concourantes. Le lieu de leur point de concours, qu^and 1 varie, est 
la conique (Bj). 

On a aisément pour un point du lieu : 

x{r 4- l cos A) == y(^r + l cos B) = z(r + l cos G) ; 
et rélimination de / donne Téquation de (B,). 

Voici les valeurs de / qui correspondent aux points les plus 

remarquables de (B,). 
-. . ^ ^ . r r r 

cos G* 



Pour I, 


cos A cos B 

/ = 0, 


Pour r, 


/ = r. 


Pour H, 


i = 00. 


Pour V, 


/ — — r. 


Pour J„ 


I I I 
Z ■" 2R ■*■ r* 


Pour V, 


I I I 
/ r R 



Si, à I, on substitue T, le théorème subsiste, les droites 
analogues à AA,, BB„ GG,, concourent au point déterminé par : 
— x{r' -H / cos A) = y(r' — / cos B) = z(r' — l cos G). 

L'élimination de / donne, pour l'équation du lieu, celle de la 
conique (Bj^). En partant de F, F', le même théorème donne- 
rait les deux autres coniques. 

On trouve, pour les coordonnées normales des centres : G,, 
Cif; Gi'/, Gi'// de ces coniques : 

JOUBMAL OB MATH. SPÉG* — 1S90. 5. 
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X y Z 



c, 



. ,B- G 

sin" —^ 



«in' 


G 


— 


A 


y 


2 




cos* 


A 


— 


G 



sin* 


A 


— 


M 


z 


2 




cos* 


A 


— 


B 



w ^ Q = \ — -7^ = 1 ;^» etc. 

— sin» 

2 2 2 

Il résulte, d'un théorème général, que ces quatre centres 
sont situés sur la circonférence des neuf points de ABC. On 
coDstate en outre aisément que ces quatre centres sont situés 
resi)ectivement sur les droites OJ, OjF, Q^\ Ogl'". Il résulte 
alors, du théorème de Feuerbach, que ces centres sont les 
points de contact du cercle d'Euler avec le cercle inscrit et 
avec les cercles ex-inscrits à ABC. 

Les triangles C,'Gi'/Giw, ri'T" sont homologiques, le centre 
d'homologie est le point 0^, centre du cercle des neuf points 
de ABC. 

Les triangles C|'Ci'/Ciw, ABC sont homologiques, le centre 
d'homologie est le point déterminé par les relations : 

B - G ,A - C .A- B' 
cos* cos* cos" 

2 2.2 

On peut remarquer les relations : 

Gi«Giw*. ( 'î cos I j Gi'Ciw^f 2 cos I \ 

Â "" B 

cos — cos — 

2 2 

G 



G,'Gi//*(2 cos I j 



c 

cos — 

2 



C,G,.^(2 sin ^ - I Y C^V*(2 sin ^ - i V 

Ta " TlB 

sm — sin — 

2 2 

7^77-2/ . c \« 

G,Cr [ 2 sm i j 

. C 

sin — 

2 
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Les asymptotes des quatre coniques considérées sont, respec- 
tivement, les droites de Simson, des extrémités des diamètres 
01, or, or, or' du cercle circonscrit. 

Les asymptotes des coniques (B/), (B|^/), (B,-)sont six droites 
qui concourent trois à trois; trois d!entre elles forment un 
triangle dont les trois autres droites sont les hauteurs. Ce 
triangle a môme cercle des neuf points que ABC. 

Si Ti, T'i, Tï, T[ sont les triangles tels que A,B,C„ obtenus 

pour une même valeiir de l, en partant successivement des 

points: I, T, T, I'"; ô désignant l'angle de Brocard; on a: 

A , B , C 

cotge, = tg- + tg- + tg-, 

B G A 

cotg Oi = cotg — h cotg tg — > 

3 2 2 

bi = Si H- Si -h S(, 

2af -h Sa? -+. la? + Sa? = 24 l\ 

(A suivre,) 



EXERCICE ECRIT 



31. — Une conique F tangente à deux droites rectangu- 
laires A, A' admet, pour l'un de ses foyers, un point fixe F. 
Trouver : 

1® Le lieu du second foyer F'; 
2® Le lieu des sommets appartenant à FF'. 

Notes sur l'exercice 30. 

Du point M (a^Q, j/q) partent deux tangentes à la parabole ; MA, MB. Les 
carrés de leurs longueurs sont les racines de l'équation 

p%z^^ 2«2(j/2 _ 2pa7Q)(p2— 2pa?o+ yl) 4- 4(î/o — ^P^o)' î'o + (f ^ ^0) =^* 

Le diamètre correspondant au point M rencontrant la courbe en R, 
on sait que 

^^ yl - ^P-^o 
2MR= • 

V 

On a donc, /'étant le foyer, 

MI'.MB^ = i6Î!ÎR^5i7% 
ou 

..^ MA.MB 

(^) ^^=-:ïmr- 
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Puisque, par hypothèse» — ' est constant, le lieu demandé est une 

circonférence con centrique au foyer. 

Remarque. — La relation (i) est intéressante ; on peut rétablir directe- 
ment, par des considérations géométriques. 

Nota. — Nous avons reçu une solution de cette question par M. Bohn, 
maître répétiteur au collège de Verdun. 



QUESTIONS RESOLUES 



Théorôxne. — Lorsqu'une hyperbole équilatère H, dont les 
asymptotes sont parallèles aux axes d'une conique à centre r, 
rencontre celle-ci aux points A, B, C, D, les points B, C, D et le 
point A', symétrique de A, par rapport au centre de r sont quatre 
points situés sur une circonférence. 

Ce théorème connu, qui généralise le théorème de Joachims- 
thal, peut se démontrer de la manière suivante. 

Prenons pour axes de coordonnées des axes de F; et soient, 
dans ce système, x\ y' les coordonnées de A. Les courbes F 
et H sont représentées, respectivement, par les équations 

(F) Ax^ 4- By« = I , 

(H) a?j/ -*- aa? 4- pt/ + Y = o. 

On a, d'ailleurs, 

(!) Aa;'» +By'« = i, 

(2) xY 4- Qur' + py' + Y = o. 

De ces équations, on déduit 

Ma^ - X'*) = - B(î/« - y'*), 
{X - x'){y - y') 4- (oj - x'){cL 4- y') = - (y - y')(P — ^; 
et, par suite, 

(y + yliy + a) = ^(x + .r')fp + x'). 

On a, de même, 

{X + x'){x 4- P) = -(y 4- y')(a + y'). 

En ajoutant ces deux dernières égalités, le théorème en 
question se trouve démontré. 
La marche adoptée dans cette démonstration est conforme 



JOURNAL DE MATBÉMATIQOBS SPÉCIALES 109 

à celle gu'indique la méthode classique (Voyez C. if. S. p. 
400) ; elle conduit, comme on le voit, à l'équation du cercle con- 
sidéré, ce qui peut être avantageux dans certains cas. Mais si 
l'on veut simplement rétablir la proposition, on peut arriver 
plus vite au but, en raisonnant comme il suit. 
L'équation 

Ax' -H By* — I -h X (a:y H- QUB + Pî/ 4- y) = o 
représente, pour une valeur convenable de X, la conique 
dégénérée, constituée par les cordes AB, CD. Les directions 
asymptotiques de cette conique dégénérée sont données par 

réquation 

Aie* 4- By^ 4- Xojy = o. 

D'après cela, en appelant m\ m' les coefficients angulaires 

des droites ÂB, CD, on a 

(i) m'in- = |. 

Soit [JL le coefficient angulaire de BA', corde supplémentaire 
de BA; on a 

(2) m> = -|. 

En comparant (1), (2), on a 

jx = — m . 
Les cordes BA', CD sont donc isùscéltennes, ce qui prouve que 
A', B, C, D, sont quatre points situés sur une circonférence. 

Application. — On peut déduire de là, comme corollaire, un 
théorème de Steiner sur les cercles osculaleurs. Le théorème 
auquel nous faisons allusion ici corre*spond à l'énoncé sui* 
vaut : 

Par tout point (Tune conique à centre, on peut mener trois cer- 
des osculateurs à la courbe (*)/ les points de contact de ces cer- 
cles, et le point considéré^ sont quatre points d'une circonférence. 

Si, en un point K (x', y'), d'une conique F, rapportée à ses 

(*) Abstraction faite, bien entendu, de celui qui est osculateur au 
point considéré. 

On trouvera, une démonstration de ce théorème de Steiner basée sur 
rinversion et sur une propriété des cubiques circulaires ; démonstration 
due au D<^ Ingram, dans le Traité de Géométrie analytique de Salmon 

(CiOURBES PLANES), p. 436. 
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axes, on trace un cercle osculateur à F, en ce point K; ce 
cercle rencontre F en trois points confondus avec K et en un 
qualriëme point J {x\ y"). L'équation de KJ est, comme cela 
résulte d'une propriété connue, 

Il X 

-, + — H- 2 = o. 
y ^ 

y" x" 

On a donc —, -\ ; + 2 = o. 

1/ œ 

Si Ton suppose que J soit un point donné, et si Ton cherche 

le point K, on pourra dire que les coordonnées de ce point 

vérifient les équations : 

y" x^ 

Ax* -t- By* =1, -H h2=o. 

y X 

La première de ces équations est celle de la conique F; 
l'autre représente une hyperbole équilatère H, dont les asym- 
ptotes sont parallèles aux axes de F. 

D'ailleurs x — — x'\ y = — y'* est une solution évidente 
de ces équations; le point diamétralement opposé {x = œ", 
y z= y") et les trois autres points (abstraction faite du point J, 
a; = — a?", y = — y") sont quatre points situés sur une cir- 
conférence, d'après le théorème que nous avons rappelé. 

Remarque. — Les asymptotes de H ayant pour équations, 

respectivement, 

x" y" 

2 2 

et H passant par le centre de F et par le point J (— œ", — t/"), 
on voit ainsi que les trois points d'osculation sont réels. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



1 . — Calculer / — 

Jo X* -{- X -h I 

La méthode générale (Voyez G. M. S.; Algèbre,^* édition , p. 646) donne 

/dx 2 / i\ 

-T = --=arc tg (œ-h-l + G. 
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/•* dX 2 / r- I \ Il 

Onadonc J^ -^__ =_(„c tg ^-.rc tg-) = ^. 

2. — Démontrer que rélimination des quantités Xy y^ %y p 
entre les équations : 

OJ = cco -h ap, y = yo + pp. s = 5fo + Tp; 
^ f{^,y^^) = o, ?(a:,î/,a) = o ; 
conduit à une équation homogène par rapport aux lettres a, p, y. 

Cette question se présenie quand on cherche Téquation générale des 
surfaces coniques. Elle se démontre très simplement en observant que 
les égalités 

= — i — = — P» 

a P Y 

peuvent être écrites sous la forme 

en posant a' = at, P' = P^ y' = T^ P' ~ /' 

D'après cette remarque, si le résultant trouvé est F(a, p, y) ii sera 
aussi représenté par F(a', p', •{) ; c'est-à-dire par F(<a, tp, «y), elc. 



QUESTION 274 

fitolatlon par M. Aug. Poulain, à Angers. 



M et M! sont deux points qui, daus le flan du triangle ABC, 
ont pour coordonnées tripolaires respectivement m, n, 1 ef n, 1, m ; 
trouver le lieu de M et le lieu de W. (Em. Lemoine.) 

1. — Rappelons d'abord qu'il existe une relation constante 
J = o entre X, ja, v, coordonnées tripolaires d'un point M. 
On a 

(1) J = Sa*X^ — 2S6C cos A.[ji.V — 2a6cSa cos A.X* 

+ a*b*c* = o. 
Nous savons (J, S. 1889, p. 155) qu'on peut écrire encore 

(2) J = ( — Xî + 1**6 cos C + v*c cos B 4- abc cos A)* 

- K[4\^^'^^ - (f^' + V» - a*)*]. 

2. — Posons 

(3) U = fx« - v% V = v« - x>, W = X* - fx*. 
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Ces quantités, dont nous verrons plus loin le rôle impor- 
tant (9), peuvent être regardées comme des coordonnées, 
qu'on appellerait coordonnées cotripolaires (*). Il y a entre 
elles la relation U h- V + W = o. On peut toujours mettre 
en évidence deux d'entre elles, à volonté, dans l'équation tri- 
polaire d'une droite quelconque : 

(4) /X* + wijjt* + nv* + p = 0. 

Car, à cause de / + m-f-n = o, on peut écrire, par exemple, 

(5) - mW + nV + p = (**). 
J peut s'écrire en fonction de W, V, X 

(6) J = ft^'W» + c*V* -h 26c cos A. VW 

+ 2abc (W6 cos B - Vc cos B) - i6S»X* 4- a*b*c\ 
où l'ensemble des trois premiers termes peut s'écrire encore, 
en éliminant 26c cos A, 

(7^ _ (a«VW 4- 6«UW + c«UV), 

et représente, quand on l'égale à zéro, le cercle évanouissant, 
dont le centre est le point 0. 

(*) Quand leurs valeurs sont données, le point peut être construit gra- 
phiquement par les droites (3), c*est-à-dire par des perpendiculaires à 
deux côtés quelconques de ABC; ce qui fait le pendant des coordonnées 
trilinéaires etbarycentriques qui donnent ordinairement chaque point par 
des transversales angulaires. Mais, si on veut déterminer X, [i, v analyti- 
quement, il faut faire intervenir J = o. Il est important qu'on puisse ainsi 
s'en passer au point de vue graphique. Cest au fond cette méthpde qu*a 
employée M. Lalbalettrier {Trigon, p. 148), pour trouver le centre dû cercle 

(a 4- P -I- Y)Swa — Sa^py = o. 

On a w = x* — R*„ t;=jx* — R»i; 

d'où tt — t; = X* — [JL*. 

On peut aussi déduire de U, V, W les valeurs de a?, y, z {J, S. 1889, 
p. 132, formulées). 

(**) De là, des simplifications de calcul pour les tripolaires. L'intersec- 
tion de deux droites se ramène à résoudre deux équations du premier 
degré en W et Y. Dès lors, la coadition pour que trois droites tripolaires 
soient concourantes est 

m n t) 



m n p 
w" n" p" 



= o. 



= o; 



De même, Téquation d'une droite passant par deux points M', M'' est 

W V I 

W V I 

W' V" I 

et les formules (17) montrent facilement que le premier membre est l'aire 
du triangle MM'M'' multipliée par — 16S. Gomme cas particulier, on 
retrouve ainsi S* en fonction de a, &, c. 
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3. — Cela posé, les coordonnées que Ténoncé attribue à M' 
s'obtiennent en permutant celles de M ; cela rappelle Topera- 
lion qui donne le premier isobarique de M. La question est 
donc celle-ci : si Ton fait une permutation des coordonnées 
X, [X, V de M, le nouveau groupe ((x, v, X) ne répond pas, en 
général, à un point M' ; car la relation J = o n'est pas véri- 
fiée pour ce groupe. Si elle l'est, on demande le lieu de M. 
Nous verrons que c'est une hyperbole E^, que nous appellerons 
première ou directe. Il est clair que M' jouit de la propriété 
que si Ton fait une permutation rétrograde de ses coordonnées» 
on retombe sur M, et dès lors sur un point existant. Le lieu 
de M' sera une hyperbole E,, que nous appellerons rétrograde. 
Cette opération rétrograde revient, comme toujours, à faire 
successivement deux permutations directes. Il suffira d étudier 
la première courbe. Il est clair que le point appartient à 
chacune. 

4. — Le lieu de il se déduit deJ = f Çk, |i., v) = o, en y fai- 
sant une permutation directe de A, [x, v. 

En effet, soit 

(8) , Ji = /'(l*, V, A) = o, 

réquation trouvée. Puisque M' existe, on a entre ses coor- 
données la relation f (V, fx', v') = o. Mais, par hypothèse, 

(9) V = [*,(/.' = V, v' = X. 

En substituant ces valeurs, on trouve (8). On prouverait, de 
même, qu'inversement, tout point M satisfaisant à cette équa- 
tion donne un point M'. I/équation est donc 

(10) So"(x* H- ... 4- a*6*c» = o. 

De même, le second lieu E, s'obtient par une permutation 
rétrograde (*). 

5. — L'inspection de l'équation (1) montre qu'au lieu de 
faire une permutation directe de X, fx, v, on peut faire une 
permutation rétrograde des éléments a, 6, c. A,... 



(*) Si M était défini par la condition qu'on trouvât un point M' en 
échangeant entre elles pi et v, le lieu des deux points serait la médiatrice 
de 6G. Car M et M' sont symétriques par rapport & cette droite et à la 
même distance X de A. Le lieu est indéterminé pour b = c. 
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6. — Le lieu de M est une conique bit'angente à trois coniques 
remarquables. Elles ont A, B, C jDOwr foyers^ et chacune a pour 
longueur d'axe focal, le côté qui précède celui qui réunit ses foyers. 
Nous les appellerons coniques latérales directes de A, B, G. 11 
y a de même trois coniques rétrogrades, relatives au lieu 
de M'. 

En effet, d'après (2), Téqualion peut s'écrire 

(11) Ji = P? - AIQ. = o, 
en posant 

(12) Pb = — a\k^ + 6v* cos G + cX> cos B + aôc cos A, 

(13) Qb = 4XV - (X» +v« - à«)«. 

Or Pb = o représente une droile {J. S. 1889, p. 3), Q^ = o 
représente une conique répondant à l'énoncé. Gar, pour 6 < a, 
cette équation est celle qu'on trouve en considérant l'ellipse 
qui correspond à l'équation X + v = a, et en faisant des éléva- 
tions au carré qui amènent X* et v*. Pour b > a, c'est l'hyper- 
bole dont réqualion est X — v = ±: a. Si donc on revenait aux 
coordonnées cartésiennes, l'équation (il) exprimerait que le 
lieu est une conique bitangente à Q5 = o. 11 y a deux aulres 
décompositions analogues. 

7. — Il y a donc pour E^ et Ej six cordes des contacts 
remarquables correspondant aux six coniques latérales. Étu- 
dions l'une des cordes; par exemple, celle'qui a pour équation 
Pfe = o. 1® La seule inspection des coefficients montre qu'elle 
est perpendiculaire à la droile 

CL V 

c cos B b cos G 
qui est la cévienne obtenue en faisant avancer d'un rang les 
coordonnées y, ,8 dans l'équation de ha] en un mot, c'est la 
première isobarique de cette hauteur; celle qui partage AG 
dans le même rapport. 1^ Elle détermine sur la seconde média- 
trice, à partir de 0, et en adoptant le sens trilinéaire positif, 

un segment égal à - 6 cotg A (*). 3° Le point où elle coupe 

(*) Plus généralement, les formules (13) montrent que pour une droite 
quelconque 20,* + p = o, les trois segments analogues égalent — ^ mul- 
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cette même médiatrice se projette en un point tel que, pour 
sa distance [i à B, on a 2(x = ^a cotg ci>; ce segment 2(x étant 
ainsi celui qui met en évidence sur BC la construction habi- 
tuelle de ûi. Eu effet, si Ton coupe par la médiatrice X* = v", 
on trouve [x* — v* = bc cos A, d'où Ton tire 2|jl, en tenant 
c-ompte de fx 4- V = a. 4® Soient Ga le point oîi se coupent les 
deux directrices relatives aux foyers A, dans les deux coniques 
latérales directes; et Gj,, G^ les deux points analogues. Je dis 
que ce sont les trois sommets du triangle formé par les cordes de 
contact Pft, ... Ainsi P5 = o passe par Ga, car ce dernier point 
est sur les deux directrices (*). 

(15) V» - X* = a», jx« - X» = b\ 

Or ces valeurs de v' et p.* vérifient Téquation P5 = o. 

m 

8. — Etudions maintenant les coniques latérales. Deux 
d*entre elles, de systèmes opposés, Qb = o, Qé = o, et de foyer A, 
ont leurs points communs sur la médiatrice de a. Car leurs équa- 
tions sont 

X -h V = a, "k -^ it. = a; 

d'oîl (JL = V. 

On sait que deux coniques de même système : Qb = o, Qc = o, 
de foyer A, ont un couple de sécantes réelles communes issues 
de A. Ajoutons que, pour les trois coniques^ ces trois couples de 
sécantes forment des triples de droites concourantes et donnent 
ainsi naissance à un quadrangle. Chaque sommet de celui-^ a les 
trois autres pour points algébriquement associés par rapport aux 
côtés de GaGbGc- 

Toutes ces propositions se ramènent à prouver que les 
sécantes communes, issues de Ga, out pour équations 

(16) Pb - Pe = o, P5 + Pe = o, . : . 

a h c 
tipliée successiyementpar -» —9 -; et que, pour toute courbe, on a aisé- 

l m n 

ment les segments qu'elle détermine sur les médiatrices, à partir de O- 
(*) La conique AG a un cercle directeur de centre A dont le rayon est 
a. M.. de Longchamps a étudié le centre radical des trois cercles ana- 
logues (y. 5. 1886, p. 57) et montré qu^il est le symétrique de H par rap- 
port à O. C'est le point x\y\z=z (cos A — cos B cos G) : . . . s: ( — a» 
-h 6' cos G + c* cos B H- a6c cos A) : ... Voir aussi M. Lemoine (Asso- 
ciation française, 1888, p. 169. A la page 170, il faut supprimer les déno- 
minateurs inexacts a, h, c). 
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Or, nous tirons du groupe (H); 

Pî - hlQ, = P? - hlQc, 

d'où P? - P? = ftjQ, - A?Qc. 

Le second membre, égalé à zéro, représente une conique 
passant par l'intersection des deux autres. Par suite, il en est de 
même du premier membre. I)'ailleurs, on obtient ainsi des 
droites issues de Ga,... Donc... 

9. — Pour achever d'étudier la conique, le mieux est de 
passer aux coordonnées rectilignes. Pour cela, établissons le 
théorème suivant qui permet d'atteindre le maximum de sim- 
plicité, dans les calculs de transformation. Il n'y a même 
aucun calcul si l'équation tripolaire est préparée de manière 
à ne contenir que U, V, W (12). 

Théorème. — Il existe un système d'axes obliquas tels que W 
et V soient proportionnels à X e^ Y. Vaœe des X est la médiatrice 
dirigée vers le côté AC qui précède A et Vaxe des Y est la média-- 
trice dirigée vers le côté suivant» 

On a 

(17) W = - 2c sin A.X, V = 2Ô sin A. Y. 

En permutant toutes les lettres, sauf X et Y, on trouve deux 
autres combinaisons analogues. 

En effet, projetons M sur les trois côtés et appelons 8a, 85, 8c 
les distances de ces projections aux milieux des côtés. Ces 
distances seront prises positivement dans le sens alphabétique 
du périmètre. On voit géométriquement que 

(18) V = v« - X« = ^^ + SbV- (^ - SbV = 2686, 

W = 2Chc y. V = 2a8a. 

D'ailleurs, 

(19) 85 = Y sin A, 8^ = - X sin A. 

10. — On peut de même réaliser le maximum de simplicité 
dans les calculs, pour le passage des tripolaires aux barycen- 
triques. On y arrive par un changement du triangle de réfé- 
rence. Le nouveau triangle est un des homothétiques de 
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iz 

Tancien triangle qui aurait tourné de ± — . En effet, faisons 

mouvoir parallèlement à elle-même la médiatrice lelative à a. 
Elle détermine, avec les deux autres médiatrices, un triangle 
OBiCi directement semblable à ABC. Soit a^ = K^a; K^ étant 
positif ou négatif suivant que la droite s'est mue dans le sens 
direct BG ou en sens inverse. On a, en tenant compte des 
signes attribués à 85 , S^, pour les coordonnées barycentriques 
absolues : 

(20) V = 268, = - ^ b,h = - ^ p, , W = - ^ Y„ 

ou 

^ ^ V W 4 4X48 -4KiS-(W-hV) 

«1 



U-4K1S 
ce qui s'étend aux coordonnées relatives si l'on supprime trois 
rapports ictermédiaires. 

Il y a deux triangles analogues OA,C„ OBjA,, dont les for- 
mules s'obtiennent en permutant toutes les lettres de (20) et 
(21). Il est utile de considérer ces trois triangles dont l'en- 
semble forme une sorte de trèfle ; car X, [x, v, étant connus, 
chaque point M est ainsi donnée pour chaque groupe différent, par 
sept transversales issues du centre et des six sommets. Dans 
chaque cas on disposera des paramètres E^, E,, E, de manière 
à amener une simplification. Ex. : 

Soit le sommet A pour lequel on a 

(22) 
X = 0, tx = c, V = 6; W = - cS V = 6S U = c« - 6«. 

Posons El = — cotg G; alors, que B^ est le symétrique de 
par rapport à AB. Il vient 

h = -II. = ^, 

c'est-à-dire que A est algébriquement associé au point de 
Lemoine du premier triangle du groupe. On le vérifie facile- 
ment par des considérations d'angles. On aurait pu aussi dis- 
poser de El pour rendre nul a^. Alors, c'est la base même B^G^ 
qui passe par A. 
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11. — Un changement inverse, du triangle de référence, 
permet de passer des barycentriques aux tripolaires. On se 
sert des formules (20) et (21). 

Les trois nouveaux triangles de référence, directement 
semblables à ABC et dont Tangle de rotation est droit, ont 
A, B, C pour centres de leurs cercles circonscrits; les demi- 
angles en ces points permettent de les construire quand on a 
choisi réloignement d'un premier côté. Ils déterminent chaque 
point M par ses distances à neuf points, variant avec les 
paramètres; ou par trois parallèles aux côtés de ABC. 

12. — Pour appliquer ces formules à E,, mettons W et V 
en évidence dans son équation. Elle se déduit (5) de la 
forme (6) de J = o, en y faisant rétrograder a, 6, c, A, . . . 
Retranchant ensuite (6), il vient par la disparition dé X", 

(23) (a« - 6»)W« + (6« - c^V* - 2(c« - a«)VW 
- 4(a» - 6») S cotg G.W - 4(0» - 6«) S cotg A.V = o. 
11 ne reste plus qu'à substituer à W et V leurs valeurs car- 
tésiennes ou barycentriques pour avoir les nouvelles équations 
de El, ce qui permet d'en achever facilement l'étude. On voit 
rapidement que c'est une hyperbole en remarquant que le 

coefficient 

û« - c» = (a« - 6») + (6» - c«). 

Pour 6 = c, elle se réduit à la médiatrice C'0(W = o), ce 

qui se voit a priori; et à 

W + 2 V — 4S cotg G = o ou X* -h a« — 2v« + 4S cotg G = o, 

perpendiculaire à la médiane issue de G et passant (note de 7) 
par un point situé sur la médiatrice G'O à une distance de 
égale à G'O. 

Pour avoir l'hyperbole E,, il suffit de faire avancer a, 6, c 
d*un rang, dans l'équation précédente. Gar le premier membre 
de celle-ci- est de la forme J^ — J. Donc, la permutation 
directe de a,. . . le transforme en J — J,. On verrait de même 
qu'en permutant en même temps U, V, W, on trouve deux 
autres formes pour chaque courbe. 

13. — Dans toute équation tripolaire, on peut mettre W et 
V en évidence par un procédé analogue au précédent. On rem- 
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place }X* et v* en fonction de X" par leurs valeurs tirées de (3). 
On trouve ainsi F{W, V, X*) = o. Si X* ne disparait pas, comme 
cela est arrivé dans (5), on fait la même opération dans J = o, 
ce qui donne (6) et on élimine X* entre les équations. 

14. — Quand un des points M est donné, la définition de M' 
permet de déduire graphiquement ce point, de M, au moyen 
de cercles dont les centres sont A, B, G. De plus, M et M' sont 
sur un même cercle de centre G. Car tout cercle de cette espèce 
a une équation de la forme 

X« + {x« + v« -t- K = o, 
laquelle est vérifiée simultanément par (X, ;x, v) et ((x, v, X\ si 
ces deux points existent. 



QUESTIONS PROPOSEES 



284. — 9B^ 9X, % désignant, avec les conventions de la 
question 282 (p. 9t>), les angles sous lesquels on voit, de M, les 
côtés d'un triangle ABC, 1® prouver que (1) tang SG = tang 9B^ 
est réquation angulaire d'un cercle latéral de Mj, c'est-à-dire 
du cercle circonscrit à M^BC; et cela pour toute position de 
Mi; 2** entre 9B^, 9X^, ^^ on a toujours la relation 

(2) tang ïë, = - tang (^, +%;). 

3** Réciproquement si Ton a cette relation entre trois angles 
positifs ou négatifs, 9B^, 9X^, Z^ numériquement plus petits 

ou plus grands que 180®, il existe un point M, tel que ses coor- 
données ont mêmes tangentes que ces angles. Toutefois les 
valeurs réalisées pour les angles eux-mêmes ne sont pas tou- 
jours égales aux valeurs proposées. Le point M est unique, s'il 
n'est pas sur le cercle ABC. (A. Poulain.) 

285. — Admettant les théorèmes des questions 282 et 284, 
montrer que : l^si l'on remplace les trois cercles latéraux de M 
par leurs symétriques pris par rapport aux côtés correspon- 
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dants, les nouveaux cercles se coupent encore en un même 
point M' (*) ; 2<» si Ton prend les inverses M^, M/ de ces points 
M, M', on a deux points tripolairement associés; et récipro- 
quement. — Application de ce qui précède aux deux centres 
isogones V„ W,; 3° la droite qui joint les réciproques de M 
et M' passe par un point fixe, comme celle qui joint les inverses. 

(An Poulain,) 
286- — L'équation 

2 6 

dans laquelle /'n»_4 (a?) désigne une fonction entière, quelconque, 
du degré m — 4, a, au moins, deux racines imaginaires. 

(G. L.) 

287. — On donne, sur un même plan, une droite A et un 
cercle F fixes : soit F' un second cercle mobile, de rayon inva- 
riable, tangent à A. Trouver : 

1® L'enveloppe de Taxe radical 8 des circonférences F et F'; 
2<» Le lieu du point de rencontre de 8 avec la ligne des centres 
des circonférences T, F'. (G. Russo,) 

288. — Quelle est, parmi les normales à une ellipse donnée, 
celle qui est la plus éloignée du centre de cette courbe ? 

Même question pour un ellipsoïde. (Mànnheim.) 

(*) Cet associé de M est son complémentaire angulaire, car on l'obtient en 
cherchant le pointdont les coordonnées sont— 3B, — 9X, — S. Or d'après 
la relation entre les trois coordonnées, on trouverait le même point, si Ton 
demandait que les coordonnées fussent ^ -h ^ , . . . 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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RECTIFICATION APPROXIMATIVE 

DE l'arc de cercle 

Par M. A.-E. Pellet, professeur à la Faculté des sciences 

de Glermond-Ferrand. 



Soit AM un arc de cercle plus petit qu'un quadrant, dont le 
centre soit 0; prolongeons le rayon AO d'une longueur OC 
égale au diamètre, de sorte que AC = 3R, R étant le rayon 
de l'arc; menons CM. Soit M' la ren- 
contre de cette ligne avec la tangente 
en A; la ligne AM^ est, sensiblement, 
égale à l'arc AM. 

Désignons par a la mesure de l'arc 
AM, en parties du rayon R; alors 




2 + cos a 
Représentons par eR la différence arc AM — AM'; nous 

avons 

3 sin a 
e = a • 

2 -H COS a 

e est une fonction de a dont la dérivée 

( I — COS a)* 

e ^ r 

(2 + COS a)' 
est toujours positive; e va donc en augmentant, lorsque a 

varie de o à - • 

2 



Pour a = - > 

2 

Pour a = - > 
4 

Pour ûP = - > 



e = 1,5 

2 



< 0,070 8. 

< o,oo3 22 < 



TU 



4 2\/2 + I 

3 

= < 0,000 23 < 



3oo 
I 



6 4 + v/3 4000 

La différence entre AM' et l'are AM sera négligeable au 
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point de vue du dessin, pour R < i*", si a est plus petit que 



TT . ^ I 



- ; si R < — > la différence est négligeable, pourvu que a soit 

plus petit que - • 

4 



REMARQUE SUR LE QUADRANGLE HARMONIQUE 

d'une conique 

Par M. G. Tarry. 



Nous dirons que quatre points A, B, G, D, pris sur une 
conique, forment un quadrangle harmonique, quand les droites 
menées de ces points à un cinquième point quelconque de la 
courbe forment un faisceau harmonique. 

On démontrera très facilement le théorème suivant : 

Deux droites conjuguées coupent une conique en deux couples de 
points A, B et C, D qui forment un quadrangle harmonique; et 
réciproquement, si ABGD est un quadrangle harmonique, les 
droites AB et CD sont conjuguées. 

De cette propriété fondamentale du quadrangle harmonique, 
on peut déduire de nouvelles démonstrations de certains théo- 
rèmes concernant Thyperbole équilatère. Exemples : 

i^ Le lieu géométrique du sommet A d'un triangle ABC, de base 
fixe, dans lequel la différence des angles à la base est constante, 
est une hyperbole équilatère qui a pour centre le milieu de la 
base BG. 

La différence des angles à la base étant constante, les bis- 
sectrices de Taugle au sommet A ont des directions fixes. 

Soient I et J les points fixes à l'infini sur ces directions. 

Les droites qui joignent le point variable A aux points fixes 
B, G, I, J, forment un faisceau harmonique. 

Par conséquent, le lieu du point A est une conique qui passe 
par les quatre points fixes B, G, I, J. 

Cette conique est évidemment une hyperbole équilatère 
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dont les asymptotes sont parallèles aux bissectrices de Tan- 
gle A. 

Le quadrangle BGIJ étant harmonique, la droite BG est 
conjuguée de la droite à Tinfini IJ et passe par conséquent 
par le centre de la courbe, pôle de la droite à rinfini. 

Le centre de Thyperbole équilatère est donc le point milieu 
du diamètre BG. 

2^ Réciproquement, si Conjoint un point A d'une hyperbole équi- 
latère aux extrémités B et C d'un diamètre de cette courbe^ les 
bissectrices de V angle BAG sont parallèles aux asymptotes. 

Soient I et J les points à Tinfini de Thyperbole. 

Les droites BG et IJ sont évidemment conjuguées. 

Par conséquent le qaadrangle BGIJ est harmonique, et les 
quatre droites AB, AG, AI, AJ forment un faisceau harmonique. 

Or les deux rayons AI, AJ, conjugués dans le faisceau, sont 
rectangulaires; par conséquent ils coïncident avec les bissec- 
trices de Tangle BAG. 

Ge qui démontre le théorème. 

La question proposée sous le n® 281 revient à démontrer 
cette réciproque. 

3^ Soit A wn point arbitrairement choisi sur une hyperbole équi- 
laièrey et soient B, G les extrémités d*un diamètre quelconque de 
cette courbe. La tangente AT en Xà cette hyperbole équilatère est 
symèdiane du triangle ABG. (Questions 13S et 267.) 

Soient I, J les points à Tinfini de Thyperbole équilatère, et 
A' le point diamétralement opposé à A dans la courbe. 

Le quadrangle AA'IJ étant harmonique, les quatre droites 
AT, AA',AI,AJ forment un faisceau harmonique,et les rayons 
conjugués rectangulaires AI, AJ sont les bissectrices de Tangle 
formé par les droites AT, A A', 

Les droites AI, AJ sont aussi les bissectrices de l'angle BAG. 

Par conséquent les droites AT, AA' sont conjuguées isogo- 
nales par rapport à Tangle BAG. 

La droite AA' est évidemment médiane du triangle ABG. 

Donc la tangente AT est symèdiane du triangle ABG (c. q.f.d.). 

Remarque. — La propriété fondamentale du quadrangle 
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harmonique, rappelée ci-dessus, peut être considérée comme un 
cas particulier de la propriété suivante. (Voir MathesiSf ques- 
tion 678.) 

Le rapport anharmonique de quatre points A, B, G, D d'une 
conique est égal à la racine carrée du rapport anharmonique du 
faisceau P(ÀBCD) qui a pour centre le pôle P de la droite AB. 



SUR UN GROUPE DE QUATRE CONIQUES REMARQUABLES 

DU PLAN d'un triangle 

Par M. Auguste Boatiiit 

{Suite et fin^ voir p. 104.) 



Théorème. — Une droite quelconque coupe (B|) en deux points 
Ml, M,, et 01 en un point Mj dont les coordonnées se calculent 
par les formules : 

(Ml) x(r + Il cos A) = y(r -h li cos B) = z(r h- li cos G), 
(M,) x(r -h 1, cos A) = y(r + 1, cos B) = z(r + 1, cos G), 

^ • -r + 1, cos A r -h 1, cos B r + 1, co sG * 
Montrer qu'entre li, 1„ Ij il existe la relation : 

I I I I I 

II 1, Ij r R 
L'équation de MjM, est : 

^ [(r-hiiCosB) (r-h/jCOsG) "" (r+ZiCOsG) (r+/,cosB)J "^ ^' 
ou lix{r + Il cos A) (r + l^ cos A) (cos G — cos B) = o. 

Si on écrit que M, est sur cette droite, on a la relation : 
S(r + il cos A) (r -h i, cos A) (r + /, cos A) (cos G — cos B) = o. 

Si on développe, en observant que 

S(cos B — cos G) = o, 
Scos A (cos B — cos G) =r o, 
cette- relation se réduit à : 
r(S/i/,)Scos«A(cosG - cosB) + /i/,/, Scos*A(cosG - cosB) = o. 

Mais : 
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Scos*A(cosG— cosB)=(cosG— cosB)(cosB— cosA)(cosC— cosA), 

S cos» A (cos G — cos B) = 
(cosG — cosB)(cosB — cosA)(cosG — cos A) (cos A + cosB + cosG); 
la relation cherchée se réduit encore à : 

rS l^l^ + Z^/,/, S cos A = G, 

r 
et comme S ces. A = i + — , 

i\ 

on rohtient enfin sous la forme indiquée. 

Si Ton appelle / le paramètre d'un point de (B,) ou de 01, et 

que, dans la relation précédente, fondamentale, on fasse 

/i = — /j, il vient 

III 

Gette valeur de /, correspond au point W, intersection de 01 
et Fv. Donc : La droite qui joint deux points de Vhyperbole (B,), 
ayant des paramètres égaux et de signes contraires^ pa^se par le 
point W de 01. 

Ce point V joue donc, par rapport à (B,), un rôle analogue à 
celui qui est joué par K, dans Thyperbole de Kiepert. 

De même : La droite qui joint un point quelconque de 01 au 
point de (B,) dont le paramètre est égal et de signe contraire, passe 
par un point fixe V, de (Bj). 

Soient, de même, l^, Z,, Z,, les paramètres des trois points sui- 
vant lesquels une droite quelconque coupe la conique (Bj^), et 
la droite 01'. Un calcul analogue à celui qui précède donne, 
pour la relation enlre Z^, Zj, Z,: 

r'[co8*A(cosB — cosC) h-cos*B(cosAh-cosG) — cos*C(cosA + cosB)]SZiZ4 
-4-ZiZjZ3[eo8*A(cosB— cosG)— cos'B(cosA+co8G)+cos«G(cosi4-co8B)] = o. 

La seconde quantité entre crochets est le produit de la pre- 
mière par cos A — cos B — cos G. On a donc: 

r'JllJ^ + IJJs (cos A — cos B — cos G) = o, 
I I I I I 

Si, dans celte relation, on fait Z^ = — Z„ on a : 

I _ I I 
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le point ^o (*) correspondant est à l'intersection de OV et de 
r^aj le second point Wa,^ inverse du précédent est également 
intéressant. 

On voit que : la droite qui joint deux points de Vhyperbole 
(Bif), ayant des paramètres égaux et de signes contraires^ passe 
constamment par le point fixe ^a de 01'. 

La di'oite qui joint un point quelconque de (B,0, au point de 01' 
dont le paramètre est égal et de signe contraire, rencontre la 
courbe en un second point fixe; c'est ^a>a« 

Calculons les distances de à un point quelconque M de 
01 déterminé par son paramètre. 

j^2 _ -g]^2 ^ qfecïfl(r-f-/c(>sB)(r4-/cosC) 

[^a(r + /cos A)p 
_ RH2Rr 4- 2 R/ + i*) 

1J ^ ^ikT R.OI 

d'oïl OM = -. 

R -H l 

Si Ml a même paramètre que M, mais pris en signe contraire, 
ou 



01 OM OMi 
donc deux points de 01, dont les paramètres sont égaux et de 
signes contraires, partagent harmoniquement la distance 01. 

On a '^-R^r 

,. . OM R 

a ou = — > 

IM l 

rapport simple, qui permet de construire immédiatement le 

point M. 

Les formules précédentes donnent : 

,2 (R + ry{R ~ 2r) 



QXP" 



R 



2 r2(R — 2r) 



R 



(*) Les coordonnées de W^^ sont données par : 

X ' y 



cos B -f- cos G cos A — cos C cos A — cos B 



On a 
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0J = 



IJ = 



(2R -t- r)OI 
2R-4- 3R 
2r.0I 



2R + 3r 

Il résulte, de ces formules, que si un triangle se déforme 
de manière à rester à la fois inscrit et circonscrit à deux cercles 
fixes, la droite qui joint son point de Nagel à son point de Gergonne 
pivote autour d'un point fixe de la ligne des centimes. Dans le même 
mouvement le point J de tous ces triangles est fixe. 

Un calcul identique montre que deux points de OF, dont 
les paramètres sont égaux et de signes contraires, partagent 
harmoniquement la distance OF. 

Il existe des propriétés analogues pour OF', OF". 



VOLUME DU TETRAEDRE EN AXES OBLIQUES 



Si, dans un système d'axes (X, fx, v) on désigne par X^, Y^, Z^ 
les coordonnées d'un point Ai, le volumeVdutétraèdreA^AaAaA^ 
est donné par la formule 



(A) V 
dans laquelle 


I 

6 


I 


X, Y, Z, I 

X3 Y3 Z3 I 

X, Y, Z, I 

COS V C 


^OS fJ- 


A„ 





COS V I COS X 






COS 


[X COS X 


I 



On peut, de bien des façons, établir cette formule. 

1° Si Ton désigne par x^ iji, Zi les coordonnées du point Aj 
dans un système rectangulaire, on sait que ces coordonnées 
sont des fonctions linéaires des quantités X^, Y^, Zj. La formule 
connue 



V-^ 



X, 


Vi 


Zl 


I 


x^ 


y% 


z^ 


I 


Xq 


2/3 


Zz 


I 


X, 


Vk 


«4 


I 
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A = 



prouve que V est une fonction entière et du troisième degré 
des coordonnées X^, Y,-, Z^. D'ailleurs le déterminant 

X, T. Z, I (*) 
Xj Yj Z2 I 
Xs Y3 Z3 I 
X, Y, Z. I 

exprime, lorsqu'il est nul, que les points A^, Aj, A,, A^ sont 
dans un plan. Ainsi A = o^ est la condition nécessaire et 
suffisante pour que le volume V soit nul, On peut donc poser 

V = AA, 
k désignant un coefficient indépendant des coordonnées des 
sommets. 

Appliquons cette formule au tétraèdre 6 dont les sommets 
sont, outre Torigine, des points situés sur les axes OX, OY, 
OZ, à des distances de égales à l'unité. Nous avons alors 

Vi = k^^. 
D'ailleurs, par une formule connue, 





^1 ^gV^^o» 




I I 


et comme A^ 


I I 
I I 




0001 


on a, finalement 


k = ^v/^, 


et 


V=iv/Ao.A. 



= I, 



2? La formule, qui donne la distance d'un point à un plan, 
prouve que les hauteurs, et par suite les volumes de deux 
tétraèdres de même base 

ABGD, A'BGD 
sont entre eux comme les déterminants tétraédraux corres- 
pondants. 

Cette remarque est générale et s'applique à deux tétraèdres 

quelconques 

ABGD, A'B'G'D'. 



(*) Pour abréger, nous donnons plus loin, à cette expression, le nom 
de déterminant tétraèdraL 
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En effet, considérons les tétraèdres 

ABCD, ABGD', ABCD', AB'G'D' A'B'G'D' 
dont les volumes sont 

^9 'Il Vj, Vj, Y ; 
et soient A, A^, A,, A,, A' 

les déterminants tétraèdraux correspondants.D'après la remar- 
que faite plus haut, nous avons 

V A V, A, V. A, V, A, 



Vt 



A3 V'^A' 



Ai V. A,' V, 

V A 
et, par suite, — = — . 

En appliquant cette relation au tétraèdre proposé ABGD et 
au tétraèdre 0, coosidéré plus haut, on retrouve la formule (A). 
3^ Gonsidérons d'ahord un tétraèdre ayant pour sommet 
Torigine et pour base un triangle AiA^A,. 

Désignons par a^, p^, y^; a,, p„ y,; a,, p„ y, les cosinus 
directifs des droites OX, OY, OZ, par rapport à trois axes 
rectangulaires oXy oy^ oz, de même origine. On a 

x^ yi z^ 
x^ y, z^ 

et, par conséquent, 

«1^1 -^ a^y j + a,^i , piajj + p,a:, + pjOJa , y liCi + y, a;, 4- y jO?» 

a,a?,+ a,y,+ a32„ , 

aia:,+ a,y3 4-a,z„ , 

x^ yi iSi 

^1 Vi ^% 






V -- 



ou 



^• = 6 



D'ailleurs 

«l ^% «3 

Pi P. h 

Yi Ya Ï8 



«1 a, a3 

Pi P. Pa 
Yi Y« Y» 



X 



^% y» ^8 



a? + H + YÎ. «!««+ PiP«+ YiY«» «1*8+ Pip8+ YiY8 



Ainsi 



I COS V 


COS (A 




COS V I COS X 


= V 


COS [jt. COS A I 




V, = -; v/A. 


a?, y, ^, 
i»8 y8 «8 


• 
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Pour obtenir le volume du tétraèdre A^k^k^k^. transportons 
les axes au point Â^, parallèlement à eux-mêmes, et nous 
avons 

«1 - a?4, î/i - î/4> «1 — ^i 

^i — ^4, y% — y*» ^2 — ^4 

«« - ^4> î/a — 2/4» ^8 - ^4 

C'est, sous une autre forme, la formule (A). 



y = ^v/i; 



EXERCICE 

Par M. A. Boutin. 



Le lieu géométrique des réciproques, d'ordre quelconque, 
de tous les points d'une conique circonscrite à un triangle, 
est une ligne droite. 

En coordonnées barycenlrique', Téquation d^une conique circonscrite 

est: 

ABC 

(1) - + --4-- = o. 

^ ' a p Y 

Si a , p', Y sont les coordonnées baryccnlriques d'un point du lieu, 

«« IL + ïl 

aP ftP cP ' 

En éliminant a, p, y, on a : 

Aa Bp' . Gy' _ 

— - H 1 = o. 

aF 6P cP 
Équation d'unerdroite. 

C0ROLLA.IRES. — !• La conique circotiscrite est Vhyperbole de Kiepert : 

a) La transformée par réciproques, d'ordre o, est une droite KH, qui 
joint le point de Lemoine au réciproque de Torthocentre. 

b) La transformée par réciproques, d'ordre i, est une droite joignant le 
centre du cercle inscrit au point : o» : 6^ : c^. 

c) La transformée par réciproques, d'ordre 2 (points inverses) est une 
droite joignant le point de Lemoine au point a* : 6* ; c*. 

2» La conique est le cercle circonscrit. 

a') La transformée par réciproques, d'ordre o, est la droite de Long- 
champs, transversale réciproque de la droite de Lemoine. 

b') La transformée par réciproques, d'ordre i , est la droite harmonique- 
ment associée au point lo, transversale réciproque de l'axe antiorthique. 

c') La transformée par réciproques, d'ordre 3, est l'axe antiorthique, 
droite qui passe par les'pieds des bissectrices extérieures. 

d) Enfin la transformée par réciproques, d'ordre 4, donne la droite de 



» ■ ♦ 



* * 

• « 
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Lemoine et celle des réciproques, d'ordre 5, la droite harmoni^cment 
associée au point (a^ : b^ : c^). 

3* La conique est VéOipse minimum, 

a") La transformation par réciproques, d'ordre i, conduit à l'axe anlior- 
thique. 

b'') Et celle par réciproques, d'ordre 2, à la droite de Lemoine. 

4* La coniqtie circonscrite est celle qui a pour tangentes en A, B, G, les 
bissectrices extérieures. 

a"') La transformée par réciproques, d'ordre o, est la droite harmoni- 
quement associée au point I, ; 

b*") Celle de Tordre 2, conduit à Taxe antiorthique ; 

c'") Et enfin celle de Tordre 3, à la droite de Lemoine. 

Remarque. — A la proposition énoncée plus haut correspond une réci- 
proque : 

La transformée par points réciproques ^ d'w^dre quelconque, d*une droite du 
plan d'un triangle est une conique circonscrite à ce triangle. 

Remarque. — La transformation par points réciproques, 
d'ordre quelconque, rentre d'ailleurs dans le genre des trans- 
formations quadratiques pour lesquelles, comme on sait, à une 
droite correspond une conique passant par trois points fixes. 
En associant deux points réciproques d'ordre quelconque, on 
voit qu'à une conique remarquable, circonscrite au triangle 
de référence, correspondra, pour chaque ordre de points réci- 
proques, une droite remarquable; et réciproquement. 



CORRESPONDANCE 



M. G. Tarry nous a adressé la lettre suivante : 

J'ai l'honneur de vous adresser une petite Note {*) concer- 
nant le qaadrangle harmonique dans les coniques. Le théorème 
fondamental que je rappelle est connu. Ghasles l'énonce ainsi 
(traité des sections coniqtieSf page 102) : 

Lorsqu'un angle est circonscrit à une coniqv£, si par son som- 
met on mène une transversale qui coupe la courbe en deux points^ 
le& droites menées d'un point quelconque de la courbe à ces points 
sont conjuguées harmoniques par rapport aux droites menées du 
même point aux points de contact des deux côtés de l'angle. 

(*) C'est la note que nous publions plus haut, p. 122. 
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Ce théorëme intéressant n'a pas été, semble-i-il, suffisam- 
ment utilisé. 

Je m'en sers, dans la Note, pour donner les démonstrations 
d'un théorëme connu et pour présenter une solution des ques- 
tions 267 et 281, concernant l'hyperbole équilatère. 



QUESTIONS D'EXAMEKa 



1. — Construire la courbe U représentée par l'équation 

X ± y/aj* — I 



0) 



y= 



X 4- I 



On peut construire cette courbe, point par point, de la manière suivante : 

Considérons 
rhyperbole H qui 
correspond à l'é- 
quation 

(2) 

Y = a;±v/a;"— i 

Ayant pris 
OA' = OA = AB 

= BG=i, 
on voit que H a 
pour asymptotes 
les droites Ox, 
OG; de plus, elle 
passera par B ; on 
peut donc la con- 
struire point par 
point. 

Gela posé, les 
égalités (1), (2) 
donnent 

y Y 

I X -\- i 

Soit M un point de II; lo point correspondant M', de la courbe U, 
s'obtiendra, diaprés cette égalité, et comme Tindique la figure, en traçant 
A'Meten menant par le point R, où elle rencontre Oy, une parallMe à'Oa?. 
Gette dernière droite rencontre Tordonnée de M au point cberché M'* 

2. — Construire la courbe qui correspond à l'équation 

y = aî" — 4aî + 3 ±: ^x^ — i. 

La courbe présente la forme générale indiquée par la figure. On peut 




Fig, y. 
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la construire, point par point, au moyen d'une parabole et d'une hyper- 
bole équilatère auxiliaires, 
en observant que si Ton pose 
Y, =:Xi' -4x 4- 3, 

Y, = >Jx^- I, 
on a y = Y, ± Yj. 

On peut aussi Tobtenir, 
tangente par tangente, en 
appliquant la propriété que 
nous avons indiquée (*), 
pour un cas plue général, 
et que nous rappellerons ici 
rapidement. 

Deux courbes étant don- 
nées U, V; si, sur For- 
donnée ABC, on prend 
AD = BC, le lieu de D est une courbe W dont on peut construire la 
tangente en D, de la manière suivante : soit D' le point qui, sur W, cor- 
respond à Tordonnée A'B'C ; la droite BB' rencontre Ox en R et le point 
est, sur OXf la projection du point d'intersection des droites AA', DD'. 




^ 




Fig. «. 



w 



J>.*^ 








Fig. 3. 

En passant à la liqiite, on obtient un point S, de la tangente cherchée 
en traçant BT, tangente en B, à V, jusqu'à sa rencontre en R^ avec Ox- 
La parallèle à Oy, menée par Ri, rencontre la tangente AT à la courbe U, 
au point A, en Sf, la droite SJ) est la tangente cherchée* 

3. — Construire la courbe F correspoadant aux équations: 

X = a -h m cos 9 + n sin <p, 
y = 6 + p ces 9 -^- qf sin 9; 

9 désignant un paramètre variable. 

En général, toutes les courbes représentées par les équations 
x^= fi (cos <p, sin 9) y rrr A(cos 9, sin 9), 



{*) Voyez /0ttfnan885, p. 156. 
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dans lesquelles fi, /, sont des fonctions rationnelles de sin 9 et de cos 9, 

sont des unicursales dont le degré se voit immédiatement en ayant recours 

aux formules 

I — <* . 2t 
008® = 9 sin <p = . 

D'après cette remarque, r est une conique. D'ailleurs elle n'a pas de 
points à l'infini, c'est donc une ellipse. Son équation, en coordonnées 
cartésiennes, est 

{px — ny — qa-h nb)* ■+- (px — wy — pa -h mh)* = ^mq — np,\ 
On peut observer que le point a, b est le centre de F, et que 
qx — ny — qa -\- nb := o, pa? — nt/ ~ pa + nô = o, 
représentent deux diamètres conjugués de cette courbe. 

4, — Déduire, des propriétés conDues de rintersection de 
deux coniques, que Téquation en S ne peut pas admettre de 
racines imaginaires. 

Soit (p(a;, t/, a) + <p, -h 9<> = o 

l'équation d'une quadrique. 

Les équations, 9(0;, y, z) = 0, a;* 4- y* 4- ^* = o : 
représentent, en coordonnées homogènes, des coniques; l'une d'elles, au 
moins, étant une courbe imaginaire, les quatre points communs sont 
imaginaires. Par suite l'équation de X, obtenue en égalant à zéro le discri- 
minant de la forme ternaire 

q?(a?, y y z) — l{x* + 2/" + s») 
a ses racines réelles, donc, etc. 

5, — Trouver Téquation de la surface engendrée par une 
droite A s*appuyant sur les droites G^, G,, G, qui corres- 
pondent aux équations 

(G,) 





a. 








6. 








Cl 


• 


X 


— 


«. 


— 


y 


à. 


y. 


= 


z 


c. 


^, 




0, 






X 


— 


«. 




l. 


— 


Ml 




z 


— 


2. 



(G3) 

«3 ^8 C3 

Soient x^, t/o» ^0 les coordonnées d'un point du lieu ; une droite G passant 
par ce point étant représentée par les équations 

(G) = — - — = , 

a P ï 

en exprimant que G rencontre G,, on a 

^0 — ^I <*1 OL 

(1) 2/0 — 2/1 ^ ^ =0. 

^0 — «1 Cl Y 
En appliquant cette relation successivement à Gi, Gg on obtient Téqua- 
tion du lieu en éliminant a, ^, y entre (1) et les deux égalités analogues. 
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En développant (1) et en remplaçant x^, y^, z^ par les coordonnées cou- 
rantes X, y, X, on a 

L'équation du lieu est donc 

CiVi— 6|«i-4-6i5f— Cjî/ ajZ,— c,a?i-|-Ciir— ai» biXi—aiyi-Htxy—biX 

O = Cïy»-&a»a+&a«— Caî/ 

Ce déterminant est en apparence du troisième degré ; mais il est facile 
d'observer qu'il s'abaisse au second degré, parce que l'on a 

6jS — c,3/ CiX — Oi« fliV — biX 
6a» — c^y ç^x — a,x a^y — 6,a? ^ o. 
M — Caî/ Cja? — Os* a^y — b^ 
En effet, en prenant le terme en z^ par exemple, le déterminant cor- 
respondant a deux colonnes à éléments proportionnels. Quant aux termes 
en xyz, ils disparaissent, car les deux déterminants 



M 


CyX 


O^xV 




b,z 


C^X 


0.2/ 


> 


b^z 


c^x 


a^y 





— c^y 


-a.z 


— biX 


-c^y 


— a^z 


— b^x 


— c,y 


-a^z 


— M 



sont identiques, au signe près. 
Le lieu est donc du second degré, conformément au résultat connu. 



UN ERRATUM A LA GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 



Un correspondant du Journal, M. Maridet, de Moulins, a 
bien voulu appeler mon attention sur une erreur matérielle 
que j'ai commise au § 138 de mon Essai sur la Géomét7*ie de la 
règle et de Véquerre (V. Jcmmal, 1888, p. 247). 

La formule (*) 

s = afl)/ 1 — e* sin* <p d(p, 

utilisée (toc. cit.) est exacte ; mais, par une erreur matérielle, 
j'ai pris, pour l'appliquer, la table de la p. 716 du traité de 
M. Bertrand, au lieu de celle qui est en regard, à la p. 717. 

Il suit de là que le nombre 3,3 1 5 (p. 247, 1. 3) doit être 
remplacé par 2,93492; de même (p.248, 1.4), au lieu de 3 ,708 14, 
il faut lire 2,70128. 



(*) Cette formule se trouve démontrée dans tous les traités de Calcul 

intégral. Voyez, notamment, Touvrage de M. Bertrand (§ 395). Par une 

erreur d'impression, il faut (loc. cit.) lire 

a; = a sin ç, y = 6 cos 9 

au lieu de 

a; = a cos ç » 2/ = a sin ®. 
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Les conséquences tirées des résultats numériques erronés 
que nous venons de corriger cessent naturellement d'être 
exactes. Les bassins elliptiques que Ton doit considérer pour 
les substituer aux basslDS de forme carrée, de même aire, 
devraient avoir une excentricité plus faible que celle qui cor- 
respond aux ellipses que nous avions choisies (*). 

G. L. 



EXERCICE ECRIT 



32. — D'un point M mobile sur une strophoïde droite S 
on peut mener, abstraction faite de la tangente en M, deux 
tangentes à la courbe, MP, MP'. 

1® Trouver les points de S pour lesquels ces tangentes sont 
réelles; 

2® Démontrer que le lieu du milieu de PP' est la parallèle 
à Tasymptote menée par le nœud; 

3® Déterminer Tenveloppe de PP'; 

4® On demande enfin quel est le lieu du centre du cercle 



(*) M. Maridet nous a communiqué, à ce propos, les Hôtes qa^il a fait 
paraître dans le Bulletin technologique de la Société des anciens élèves des 
Écoles nationales d'Arts et Métiers, 

Dans Tune d'elles, se trouve la formule 

D 

— = 2a -h M— VM* — 6,2772&», 

dans laquelle D désigne la longueur d^une ellipse dont les demi-axes sont a, 
b; M désigne une quantité que Ton doit préalablement calculer au moyen 
de régalité 

M = 2,5oii6+ OfBigia, 
En appliquant cette formule au premier exemple numérique examiné 
ci-dessus, M. Maridet trouve 2,9330, qui ne diôere, du nombre 2,93492, 
donné par la table de M. Bertrand, que d'une quantité moindre que 0,000 1 . 
" On sait quUl existe un grand nombre de formules empiriques destinées 
à recliâer Tellipse, avec une certaine approximation. Une des plus simples 
est celle de M. Boussinesq 



D = 71 -(a+6) — VaH; 



mais cette formule, comme Tobserve M. Maridet {BitUetin technologique^ 
mars 1890), n^est applicable, si l'on veut une approximation un peu forte, 
qu'aux ellipses dont rezeentricité est très faible. 
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circonscrit au triangle MPP' et quelle est l'enveloppe de ce 
cercle. ' (A. Bernheim.) 

Notes sur l'exeroioe 31. 

Prenons pour origine le point F et pour axe polaire la parallèle à A, 
menée par F. Soit S un point du lieu; soient 2a la longueur de V^xq 
focal, 2C la distance des foyers; p, o) étant les coordonnées polaires de S, 
on a 

p = a + c. 

Si nous projetons F en P, Q sur les droites A, A' on sait que les dis- 
tances des points P, Q au centre de F sont égales à a. 

On a donc, en désignant par a, p les longueurs FP, FQ, 

(1) o* = (a 4- c cos 0))* H- c* sin* w = (p + c sin »)* + c* cos* co. 

Par suite 2c = — f^^ —? ^ 

p sm (0 — a cos o) 

Les égalités (1) donnent encore 

, , ^ a sin (0 — 6 cos co 

(a — c p = «^ -— t '• 

^ sin b> — a cos ù> 

Finalement, rélimination des paramètres a, c donne Téquation polaire 

du lieu cherché 

(A) a* — ?• = p(p sin (I) — a cos <d) ^ (a sin w — p cos «) ; 

P 
ou, en coordonnées cartésiennes, 

(2) (x* + y*){^y — aa? 4- P» — a«) = aP(ay — ^x). 

Le lieu considéré est une cubique circulaire : Tasymptote réelle corres- 
pond à r équation 

py — aaî 4- P* — a* = o. 

C'est une droite passant par le point {x=— a, y =-^ p) commun aux 
droites données A, A' et symétrique de OF par rapport à la bissectrice 
des droites A, A'. 

La courbe qui correspond à l'équation (2) se construit facilement. Elle 
se compose d*un oyale isolé et d'une branche serpentine. Les points 
remarquables où elle coupe les droites Fa?, Fî/,A, A' se trouvent, a priori, 
par des considérations géométriques. 

Remarquie.— Le lieu des seconds foyers est une droite. On peut le vérifier 
analytiquement, en éliminant a, c entre les équations (A) et l'équation 
p = 2c. On peut aussi observer que les coniques F peuvent être consi- 
dérées comme tangentes à quatre droite j fixes: A, A' et les droites 
isotropes passant par F. Le théorème de Newton indique alors que le lieu 
des centres de F est une droite. Il en est de même, par conséquent, du 
Ucu décrit par le second foyer, homothét:que au lieu du centre. 

On peut encore démontrer cette propriété en observant, comme nous 
Pavons fait plus haut, que le centre appartient à la perpendiculaire élevé e 
au milieu de PQ. 

Nota. — Nous avons reçu de M. Bohn, maître répétiteur au collège de 
Verdun, une solution de cet exercice, basée sur remploi des coordonnées 
cartésiennes. 
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CONCOURS GENERAL 

(2 juin 1890.) 



Mathématiques spéciales. 

On donne une surface du second degré S, un point fixe A sur cette 
surface et une conique G située dans le plan P. Les trois droites qui 
joignent le point A aux points A,,As,A3, d'un triangle T situé dans le plan 
P, rencontrent respectivement la surface S en des points a,, a^, 03, autres 
que A. 

1* Démontrer que ce plan a^ a, «3 passe par un point fixe M quand le 
triangle T se déplace dans le plan P. en restant conjugué par rappoit à 
la conique G ; 

2» Trouver le lieu décrit par le point M, quand la conique G varie, en 
restant circonscrite à un quadrilatère donné ; 

3« Trouver le lieu décrit par le môme point M, quand G varie en restant 
inscrite dans un quadrilatère donné. 



QUESTIONS 142 ET 143 

Par M. H* Brocard. 



En un point M d*une conique on construit le cercle osculateur. 
Soit N le point oii il rencontre une seconde fois la conique. Trouver : 
y® le liexi du pôle de la corde MN par rapport au cercle; 2^ rente- 
loppe de la tangente en N au cercle; 3^ V enveloppe du rayon du 
cercle qui passe par N. (J. Neuberg.) 

Plusieurs questions relatives à la corde commune à Tellipse 
et à son cercle osculateur ont été traitées dans les Nouvelles 
Annales (n^" 1081, 1088, 1089, 1090, 2« série, t. XII, 1873, 
pp. 29-41). 

9 désignant l'anomalie excentrique du point M, la corde 

commune à Tellipse et au cercle osculateur a pour équation 

X y . 

— COS 9 — r sm 9 = cos 29. 

a 

Identifiant avec celle de la polaire d'un point P(a, fi), c'est- 
à-dire 

a' "^ 6^ ~ ' 
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on trouve, pour coordonnées du piMe P de la corde NM: 

cos 9 
a = a 9 

cos 2<p 

. sin <p 

cos 2<p 

d ou a^^^ + 6*a2 = , 

cos* 2<p 

2a|5 

— = - tang 2cp. 
L'équation du lieu est 

La courbe correspondante, formée de quatre branches hyper- 
boliques, se construit facilement. 

2° et 3°. — En verlu de propriétés connues, l'anomalie ex- 
centrique du point N est — 3cp. Par conséquent, ses coordon- 
nées ont pour expressions 

l x- = acos3? 

( y = — 6 sm 3cp, 

Le centre C du cercle osculateur a pour coordonnées 

X =— cos' <0, 
a 

D'après cela, l'équation de CN est 

, . _ a 6* sin 3cp — c* sin« 9 . „ . 

W H- 6 Sin 39 = 7 -; T-^ ; TT (X — U COS 39) 

^ ^ 6 c* cos' 9 — a» COS 39 ^ ^^ 

La tangente NT a pour équation 

. . _ 6 a» cos 39 — c» cos' 9 , _ , 

V -♦- 6 sm 39 = - 7-—: — ;r^ , . , Ix — a cos 39). 

^ ^ a 6« sin 39 - c^ sm' 9 ^ ^^ 

La suite du calcul ne paraît pas devoir aboutir à un résultat 

simple. 

Nota. — La question 143 (J. N.) pourra être traitée de la 
même manière. 

Remarque. — L'enveloppe des cordes MN est une courbe U, unicursale, 
du sixième ordre et de la quatrième classe, présentant quatre points de 
rebroussement, etc. Aux renseignements qu'on trouvera (loc, cil.) on peut 
ajouter la remarque suivante. 

Les coordonnées Xy y, d'un point {x, de U, sont données par les formules 
a; = a cos 9(2 sin* 94-1), y = b ain 9(2 cos* 9 -t- i). 
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On en déduit 



a cos 9 h sin 9 

Le point {x appartient donc à une droite passant par M', telle que OM' 
= 20M et, de plus, isoscélienne deOM. On peut, d'après cette remarque, 
construire U point par point. 

^élimination de 9 entre les formules (1) donne les relations 

X y X y 

- + - = (sin 9 + cos 9)», = (ces 9 — sin 9)» 

a a 

desquelles on déduit Téquation donnée par Salmon (Bigher planes curves, 

p .106). 



(M)*-^(M)«=" 



QUESTION 193 

Solution, par M. Lévt, élève au Lycée de Nancy. 



On considère rhyperbole H dont l'équation est 

xy — 2px — 2ay H- 2ap = o; (Axes rect.) 
et Von demande : 

/® Le lieu des centres des coniques Ç qui touchent les axes Ox, 
Oy, et qui, en outre, sont doublement tangentes à H. 

Ce lieu se compose d'une droite A et d'une hyperbole équilatère K ; 

S® Soit V les coniques du réseau Ç, qui ont leurs centres sur K. 

Trouver le lieu des projections de sur la droite qui, pour une 
conique V, passe par ses points de contact avec les axes; et au^si 
le lieu des projections de sur les cordes de contact de Y avecK; 

3^ On propose enfin ces deux dernières questions pour les coni~ 
ques V, du réseau î, qui ont leurs centres sur A. (G. L.) 

En observant que réquation générale des coniques bitan- 
gentes à deux coniques (/ = o, /i = o) est 

où X représente une racine de réquation en X qui correBpond 
aux coniques données; P = o, $ = o, étant les équations des 
sécantes communes correspondant à cette valeur de X, on voit 
qu'on a deux groupes de coniques du réseau Ç : 
(U) 4p*xy + [2p« (o: - a) - (y - p)]« = o, 

(V) 4[x»ajj/ - [(A« (p« + ai/ - ap) + 2]* = o. 

Cherchons le lieu des centres des coniques du premier 



r 
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groupe. Différentions (U) par rapport à x, puis par rapport à 
y; nous avons 

2y + [2p« (a; - a) - (y - p)] = o, 
2p»a; — [2p' (a; — a) — (y — p)] = o. 
En éliminant p', il vient 

{x - a) (y - p) - ap = o. 
Le lieu est donc une hyperbole équilatère K, dont les asymp- 
totes sont parallèles aux axes, et dont le centre est au milieu 
de la droite qui joint l'origine au centre de H. 
Le lieu des centres des coniques (V) est donné par 

2y - P [î^" (Px + ay - ap) -f- 2] = G, 
20? — a [[jL* (po; -h ay — ap) 4- 2] = o. 
Éliminant [x*, on a 
1® ay — pa; = o. 

Ainsi le lieu des centres est une droite passant par l'origine, 
par le centre de H et par celui de R; 

2® Considérons les coniques (V) ; la droite qui passe par 
leurs points de coixlact avec les axes a pour équation 

2p» (a? - a) - (y - p) = o. 
La perpendiculaire abaissée de Torigine est donc représen- 
tée par 

X •+• 2p'î/ = o. 
L'équation du lieu est 

x{x - a) - y{y - p) = o, 
c'est-à-dire une hyperbole équilatère, facile à construire. 

En observant que Téqualion V peut encore s'écrire : 
4p*(a;y — 2pa? — 2at/ + 2ap) — [2p^{x — a) + (y — P)]» = o, 
on voit que la corde des contacts de V avec H est 

2p«(ac — a) + (y — p) = o. 
La perpendiculaire, abaissée de 0, étant représentée par 

X — 2p*t/ = o, 

l'équation du lieu des points de rencontre de ces deux droites 
est x{x — a) + y{y — p) = o. 

La courbe correspondante est un cercle qui passe par l'ori- 
gine et dont le centre est au point (->-)• 

3® Considérons enfin les coniques (V). Les cordes de con- 
tact de ces coniques, avec les axes d'une part; puis, avec H, 
d'autre part, sont 
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{jL*(pX 4- a^ — ap) -4- 2 = O, 
{x*(p(r + aj/ — ap) — 2 = O ; 

elles ont une direction constante, le lieu des pieds des perpen- 
diculaires abaissées de sur chacune d'elles est la droite S. 

Nota. -— Solutions par MM. Troille, élève au lycée de Grenoble; Lei- 
nekugel (solutiooi géométrique), élève «au lycée Charlemagne ; et Roux 
(Solution analytique et géométrique), élève au lycée de Grenoble. 



QUESTION 202 

Par M. E. liemoine, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



On donne une ellipse fixe ayant F, F' pour foyers; une parabole 
a son foyer en F et est tangente à l'ellipse. Lieu du sommet S de 
cette parabole lorsqu'elle se déforme ? 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

Soient M le point de contact, K le pied de la perpendiculaire 
abaissée de F sur la tangente en M, le centre de Tellipse. 
Le point K appartient aussi à la tangente au sommet S de la 
parabole considérée. 

D'après les propriétés connues de l'ellipse et de la parabole, 
MF' est parallèle à l'axe FS de la parabole et KO est parallèle 
à MF'; donc KO et KS sont perpendiculaires. KS est donc la 
tangente au cercle décrit de 0, comme centre, avec KO pour 
rayon; mais K appartient au lieu des perpendiculaires abais- 
sées du foyer F de l'ellipse sur ses tangentes, c'est-à-dire que 
KO est égale au demi-grand axe de l'ellipse. Il suit de là que 
S est le lieu des perpendiculaires abaissées de F sur les tan- 
gentes à la circonférence qui a pour diamètre le grand axe de 
Tellipse. C'est donc un limaçon de Pascal. 

SOLUTION ANALYTIQUE 

Soit a l'angle que fait la direction EF' avec la direction SF; 
réqualion de l'ellipse sera 

^ a — c cos (i) 
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Celle de la parabole : 

X 

' I — COS (o) -h a) 

F étant le pôle et FF' la direction de l'axe polaire. 

On exprime que les deux courbes sont tangentes en égalant 
les deux valeurs de p, ce qui donne 

(Xc — b^ COS a) cos (0 + 0* sin a sin w = aX — 6*. 
Cette équation, de la forme 

A cos 0) + B sin w = G, 
aura ses racines en w égales, si Ton a : 

A« + B'^ - C» = o. 
On trouve alors X = 2(a — c cos a). 
L'équation générale des paraboles tangentes à Tellipse, 
ayant F pour foyer, est donc : 

2(a — c cos a) 

C = ; . 

I — cos (co H- a) 

Mais pour le point S on a 

(0 == -TT — a, 

d'où a — TT — - to ; 

substituant dans la valeur de p, il vient 

^ ^=z a -\- c cos 0). 

Cette équation représente bien le limaçon de Pascal, que 
nous avons trouvé géométriquement. L'ellipse fixe ayant F, F 
pour foyers peut être remplacée par une hyperbole, le lieu est 
encore un limaçon de Pascal; les démonstraiions sont analo- 
gues. 

Remarquons le théorème suivant, très facile à démontrer 
géométriquement : 

Si une ellipse ou une hyperbole variable dont le grard axe ou 
l'axe transverse a une longueur fixe, est constamment tangente 
à une parabole fixe avec laquelle elle a un foyer commun, le Heu 
du second foyer est une droite perpendiculaire à Vaxe de la para- 
bole, 

M. Blancheur, élève au lycée Louis-le-Grand nous a adressé une solu- 
tion géométrique de cette question, analogue à celle qu'on vient de lire. 

Nota. — Cette question n^est pas nouvelle. Elle a été proposée par 
Ghasles, dans les Nouvelles Annales 1844 (p. 194). Une généralisation, éga- 
lement proposée par Ghasles, se trouve [loc. cit, 1846, p. 672). 



1 
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QUESTIONS PROPOSEES 



289. — Si l'on désigne par U, la fonction du second degré 
à trois variables 

Ax^ -h A'y* 4- A" z* + 2Byz -4- 2B'xz -4- 2B''xy •+■ 2Ga: 

4- 2G'y + 2G"z + D; 
par H, le discriminant de cette fonction rendue homogène; 
par A, celui de Tensemble des termes du second degré; par 
a, a', a'\ p, p\ p', les mineurs qui, dans A, correspondent 
respectivement à A, A', A', B, B', B'; enfin, par V, le déter- 
minant 
^"2 _ p'y + B'C - B'C + v^H p'cc- (xz 4- BC - A'G" 
^'z - pî/ -h KG" - B'G Çx - fz + B'G' - BG 4- y/H 

p^ + a'e/ 4- B''G - AG' ax- fz 4- A'G - B"G' 

ay - p^o; 4- A'G' ~ BG' 
p'y -. ot'o; 4- B'G' - A"G 

p't/ - po? 4- BG - B'G' 4- v^H 
on a V s Av/lU. fyl. Tissot.) 

290. — Par l'intersection de deux quadriques de révolution 
on ne peut faire passer d'autres quadriques de révolution 
que si leurs axes sont rectangulaires ou parallèles. 

S'ils sont rectangulaires, on n'en peut faire passer qu'une : 
les axes des trois quadriques sont rectangulaires deux à deux. 

S'ils sont parallèles, on en peut faire passer une infinité ; 
le lieu des foyers de leurs méridiennes est une cubique plane. 

(E. Amigues.) 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS, 
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THEOREME DE D'ALEMBERT 

Par M. E* Antigae»* 



Soit f(z) un polynôme à coefficients réels ou imaginaires. Si 
ce polynôme ne se réduit pas à une constante, on peut trouver au 
moins une valeur réelle ou imaginaire Zo, de z, telle que le module 
de f(Zo) soit moindre que tout nombre donné. 

Imaginons que Ton donne à Zo toutes les valeurs réelles ou 
imaginaires, et considérons les carrés de tous les modules des 
quantités f{z) ainsi obtenues. On voit facilement qu'on peut 
calculer deux nombres positifs a et p dont la différence soit 
plus petite que tout nombre donné s, et qui comprennent entre 
eux les plus petits de ces carrés; soit Zo Tune des valeurs de 
z fournissant Tun de ces plus petits carrés. 

En désignant par te une expression imaginaire quelconque et 

en posant 

f[Zo) = tto 4- boiy 
on a f(Zo + u) = Oo + boi + St^(ap + bpi). 

Puisque le polynôme n'est pas une constante, les coefficients 
des diverses puissances de u ne sont pas tous nuls. Soit q la 
plus petite valeur de p pour laquelle le coefficient de W^ n'est 
pas nul. 

En posant u = p(cos o> + i sin (o), 

on obtient 

f{Zo 4- w) = Oo 4- p'(Og cos qtû — bq sin gw) h- . . . 
+ i[bo + p'(<ï« sin go) + 6^ cos jo)) + . . .]. 
Si donc Ton appelle m^ le carré du module def{Zo 4- u), et si 
l'on ordonne la quantité m* suivant les puissances croissantes 
de w, on a : 

m* == «0 4- fc? 4- 2p« 
(aoa'J cos Ç(o — aobq sin gw 4- boaq sin gw 4- bobq cos gw) 4- . . . 
Je dis que le coefficient de p'' ne peut avoir une valeur finie 
pour aucune valeur w = (o^. Car, soit A une pareille valeur, 



7C 



finie. Pour w = Wi 4- - > on aurait la valeur ^ A. L'une de ces 
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deux valeurs est négative. Supposons par exemple que ce soit 
A. On aurait alors, pour p quelconque, et pour w = wj : 
m^ = al-h bl -h 2Ap^+* + . . . 

m* = a? 4- 6? 4- 2Ap i H — i" P "*" • • • • 

On peut calculer un nombre positif a tel que, pour toute valeur 
de p, moindre que a, la quantité placée dans le crochet soit 

I 3 
compris entre - et - par exemple. Le carré du module m* 

pourrait donc subir une diminution /î/iie, ce qui est impossible. 
Ainsi le coefficient de p^ doit être infiniment petit pour toute 

valeur de w, en particulier pour w = o et o) = - ; ce qui prouve 

2 

que les quantités 

aottq 4- bobq, 

— aobq -H bottg, 
sont infiniment petites; et, par suite, que la somme de leurs 
carrés 

{al H- bl){al + bq) 
est aussi infiniment petite. Donc te premier facteur est infini- 
ment petit (*). 



SUR LA POLAIRE RECIPROQUE DE L'ËPICYCLOÏDE 

Par M. STéchnleoff, Professeur au Gymnase de Troïtzk (Russie). 



On sait que les équations de Tépicycloïde sont 
- = (n -H i) cos Ç — cos (n 4- i) Ç, 

(1) :" 

2 = (n 4- i) sin Ç — sin (n 4- i) Ç; 
a 

(*) Dans les Nouvelles Annales, j'ai traité le cas où il existe une valeur Zo 
telle que, pour z quelconque, on ait 

mod /(-ïoX mod /(î;). 

Je me suis borné à ajouter une indication vague pour le cas où il n'en 
est pas ainsi. Ce cas se rencontre lorsqu'il n'y a que des racines incom- 
mensurables ; au fond, c'est le cas général. 

La présente démonstration traite ce cas général, dans lequel l'autre se 
trouve compris. 



i 
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formules dans lesquelles ^ représente un paramètre variable ; 
a désigne le rayon du cercle roulant et n le rapport du rayon 
du corcle fixe au rayon a. 

L'équation de la tangente en un point M {x, y) de la courbe^ 
est 

Y-î/ = (X-a?)tgîî^Ç, 
ou 

(2) X sin C — Y cos Ç — (n -+- 2)a sin - Ç = o. 

^ 2 2 '^ 3 

Désignons par Ç, tj, les coordonnées du pôle N de cette tan- 
gente, relativement à la circonférence qui a pour équation 

(3) a;« 4- j/* = r». 

L'équation de la polaire du point N, par rapport à cette cir- 
conférence, est 

(4) a?? H- y-n — t'* =^ o. 

Les équations (2), (4^ représentant la même droite, on a 

(5) \ = -^ = 1 

sin Ç cos Ç (n + 2)a sm - t 

2 2 2 

Telles sont les équations qui déterminent la polaire récipro- 
que de répicycloïde. Rapportons la courbe aux coordonnées 
polaires, en posant 

$ = p cos 0), TO = p sin 0). 
Les équations (S) donnent 

n H- 2 ^ Tz 

2 2 

P= 



Par suite, p = 



(n -t- 2)a sm -C 

2 



, . . n{TZ 4- 2(0) 

(n H- 2)a sm 



2(n 4- 2) 

Faisons tourner l'axe polaire, autour du pôle, d'un angle -» 

n 
et posons 

a) = ô+-> p = W. 

n "^ 
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Alors, nous aurons 

(6) u = -— = sec 



w6 n 

(n -H 2)a cos 

Le lieu géométrique des pieds des perpendiculaires abaissées 
du centre sur les tangentes à Tépicycloïde est une courbe ayant 
pour équation 

(7^ u = : r- cos = cos 

^ ' (n + 2)a n -h 2 n -h 2 

Les courbes (6) et (7) sont inverses par rapport à la circon- 
férence décrite de Torigine, comme centre, avec 6 pour rayon. 

Considérons la courbe (6). 

Si n est un entier, il exprime le nombre d'asymptotes et de 
points doubles de celte courbe. 

Désignons par u Tangle OMT, formé par le rayon vecteur 
et la tangente; soient / la sous-tangente OF, U Taire comprise 
entre la courbe et deux rayons vecteurs; on a 



f cos* 



(n 4- 2)6* ^ Mu)' 



2W ^ n -4- 2 

2 



du nb . nô nô 

sm sec^ 



rfô n + 2 n -h 2 n-h 2 
n 4- 2 . nO 



w n -h 2 

n + 2 , n6 

< = — cosec 



n n -h 2 



En posant 6 = iîLL^ _ „' 



2n 
on a 



(8) t = b sec 



n n -h 2 

Ainsi /e /iew géométrique des points T es^ une œurbi semblable 
à la courbe (6). 

La polaire réciproque de la courbe (8) est Tépicycloïde à n 
rebroussements, pour Hquelle le rayon du corde roulant est 

eL;;al a • 

° n + 2 
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En outre, la polaire réciproque du lieu géométrique des 
points T est la développée de l'épicycloïde (1). 

Par conséquent, la développée de Vépicycloïde est une épicy- 

clo'ide semblable. 

Nous retrouvons ainsi un résultat bien connu. 

(A suivre.) 



SUR LES PARABOLES DE M. ARTZT 



Un triangle ABC. étant considéré, il existe une parabole Po 
passant par les points B, G tangentiellement aux droites AB, 
AC. Soient Pb, Pc les deux paraboles analogues (♦). 




Les équations des paraboles P5, Pc (coordonnées barynen- 

(*) Ces paraboles ont été signalées par 1^1. Artzt, dans le Programme du 
Gymnase de Recldinghausen, 1884. Le lecteur pourra se reporter, à ce sujet, 
aux sources suivantes : 

Journal de Mathématiques spéciales^ 1885, p. 76. 

MathesiSf 1884 (questions 341, 350); résolues 1885, p. 163 (avec une recti- 
fication, portant sur la seconde partie de la question 350). 

Mémoires de VAcadémie de Montpellier^ 1886. 

Nouvelles Annales, 1885, p. 211 , § 4. 



150 JOURNAL DS MATHÉMATIQUES SPÂGIALIS 

triqaes) sont : 

p* — 4aY = 0, Y* — 4ap = o. 

Abstraction faite du point A, elles admettent un autre point 
réel A' ; nous allons montrer que les tangentes, en A^ aux 
courbes Pb, Pc sont, respectivement, parallèles aux médianes 
CM", BM'. De cette remarque nous déduirons les aires des 
triangles curvilignes, formés par les paraboles considérées. 

Les coordonnées ao, Po, y© ^^ point A', vérifient les égalités 

4*0 = Po = Yo, 
La tangente à Pb, en A', a pour équation 

PPo — 2aYo — ^Yttp = o» 

Y 
ou 2a — 6 + - = o. 

2 

On vérifie, sans peine, (*) que la droite correspondante est 

parallèle à CM", droite qui est représentée par Téquation 

a — p = o. 
Celte remarque conduit au théorème suivant : 

Théorème. — Les paraboles de M. Artzt se coupant deux à 
deux aux points A.\ B', C, les aires des triangles curvilignes 
quelles déterminent sont données par les formules : ' 

ACB' = CA'B' = BA'C = ^ ABC, 

8i 

KGB = BA'C = CB'A = ^ ABC. 

On sait que Taire d*un segment parabolique est les | de celle 

du triaDgle qui a pour base la corde du segment et pour 
sommet le point de l'arc le plus éloigné de cette corde. 

Or, sur Tare AC'B', le point C, comme nous venons de le 
voir, est tel que la tangente en ce point est parallèle à AA'. On 
a donc 

aire du segment AG'A' = ^ AC'A'. 

3 

(*] Ed coordonnées barycentriques, les équations 

ma 4- wp -h Py = o, m'ee -h n'p -f- p'y = o» 
représentent deux droites parallèles, si Ton a 

wi — n »i — p 

m' — n' n' -^jf^ 
(Voyez Supplément^ 2« édition, p. 168;) 
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On sait d'ailleurs, ou l'on vérifie sans peine, que 

ce = 8M"G'. 
D'après cela : 

AG'G = - ABC, A'G'G = -i- ABC ; 
9 27 

et, par suite, A'C'A' = -^ ABC. 

27 

On voit aussi que 

aire du segment AC'A' = r- ABC 

o I 

De même, aire du segment AB'A' = — ABC. 
Ces égalités donnent 

(1) aire AG'A'B' == ^ ABC. 
Mais on sait (*) que 

(2) aire A'G'B' = — ABC. 

27 

Les égalités (I) et (2) donnent 

aire AG'B' ^ ^ ABC. 

8i 

Enfin, les trois triangles formés par les côtés de ABC et par 

les arcs de parabole élant équivalents (**), on a 

3 fois aire AG'B -4- 3 fois aire AG'B' + aire A'B'G' = ABG; 

5 

ou, finalement, aii^e AG'B = r- ABG. 

81 

Les paraboles de M. Artzt mettent en lumière une certaine 
ellipse U, du plan du triangle; cette ellipse passe par les 
points réels communs à ces trois paraboles; en outre, son 
centre coïncide avec le centre de gravité G du triangle. Les 
dimensions de cette ellipse peuvent être déterminées comme 
nous allons l'indiquer. 

Si, par G', on mène une parallèle à la médiane BB', cette 
droite coupe AA'en un point A', symétrique de A' par rapport 

(*) Voyez Mathesis (loc. cit.). La proposition en question se démontre 
très simplement en observant que la parabole de M. Artzt, correspondant 
au côté BG, passe par le point [x, milieu de AM et que la tangente en ce 
point est parallèle à BG et, par suite, à B'G'. 

(**) Pour le montrer, il suffit de considérer le triangle proposé comme 
la projection orthogonale d'un certain triangle équilatéral. 
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à G (*). L'ellipse que nous considérons est donc, d'après 
cette remarque, circonscrite à un hexagone H (A.'B'G'A'B''G'j, 
dont les côtés sont parallèles aux diagonales. 

En considérant ABC comme la projection orthogonale d'un 
triangle équilatéral, on voit que U est la projection d'une 




circonférence U' circonscrite à un hexagone régulier H', cor- 
respondant à H. Appelons p le rayon de cette circonférence. 
Soient a, 6 les demi-axes de U ; on a 

Tcap _^ aire W 



6p 



2 



OU 



En observant que 



afi = — -z= aire H'. 
3v/3 



on a 
(i) 



aire H' = 6 fois aire G'GA" = 6. -^ ABC = ^ ABC, 

27 9 

8 



ap = — -=..ABC. 

27/3 

Pour déterminer encore a, p, cherchons a' + p*. 
Soit K le milieu do A^B'; GK rencontre U en N, et l'on a 

a» -î- p« = CTx* -f- GNl 

(*) On vérifie facilement cette propri^itô en observant que, C étant le 
centre de gravité de AGB, BC passe par le milieu de ÂG. 
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Mais, en se reportant à la circonférence U", envisag^éé ci- 
dessuSy on voit que 

GN ^ 2 

GK ~^ s/V 

On a donc a» + p« = G^G^ + f GK^ 

3 

Un calcul facile donne, finalement, 

(2) a« + p*=-^ g- /. 

Les formules (1) et (2) font connaître les dimensions de 
l'ellipse U (*) ; ellipse déterminée par son centre qui, comme 
on Ta vu, est le centre de gravité G du triangle ABC et par 
trois points qui sont les centres de gravité des triangles GAB, 
GBG,GGA(**). (G.L.) 



CONCOURS GENERAL DE 1890 (***) 

)lk>latioii par M. G. LBiiŒKuaEL, élève au Lycée Gharlemagne. 



Nous nous appuierons, pour résoudre cette question, sur les 
deux propriétés suivantes : 

L Lorsqu'il existe un triangle inscrit à une conique (C) et 
conjugué par rapport à une autre conique (G) il en existe une 
infinité (Traité des sections coniques de Chastes, chap. VU, p. 140,} 

II. Étant données deux coniques (G), (C), la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'il y ait un triangle conjugué par rapport à 
(G) et qui soit inscrit à (G*) estS = o (****) (Salmon, Géométrie 
plane j covariants). 

(*) Sauf erreur dans le calcul que nous avons fait, Téquation de cette 
ellipse remarquable, en coordonnée^ barycentriques, est 

8(a« + p* -h T*) = I i(ap + Py -+- T»). 

(**] On trouvera dans le numéro de juillet du Journal de Mathématiques 
élémentaires (p. 149) une démonstration [du théorème relatif à l'expression 
du paramètre des paraboles considérées dans cette note. 

(•♦♦) Voyez l'énoncé, p. \^, 

(•♦*•) Voyez plus loin la signification de 0. 
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D'ailleurs, ces propriétés sont projectives. 
Cela posé, prenons A pour origine; un plan parallèle au 
plan P, comme plan des œy. Les équations de G seront 

(C) 1 ^ "^ * 
^ ( aa?* 4- 2bocy + cy^ + 2dx h- 2ey + /" = o. 

L'équation de la quadrique (S) est 

(S) Aa* + A't/« A^2» + %Byz + 2B'«a? + Wxy 

+ 2(ic + 2C'y + 2G'z = o. 
Si l'équation dii plan aia^ag est 

t^oî + vy 4- w?^ — I = o, 
l'équation du cône dont le sommet est A, et dont la base est la 
conique de section de ce plan avec S, sera 

kx^ + A'î/* -H A"^> -H 2Bj/j5 + 2B';5a; -i- 2Wayy 
H- 2(Ga5 + G'î/ + C!'z){ux + vy + wz) = o. 
Ce cône sera coupé par le plan P suivant une conique G' 
circonscrite à AiA^A,. 

Projetons les deux coniques sur le plan des xy nous obtien- 
drons les équations des coniques (G), (G'). 
(C) ax^ + 2bœy + cy* + 2dx + 2ey -h /* = o, 

J (A + 2Gt;)aî» + 2a;y(B' + C'u -h Cv) + y\Âf 4- 2G't;) 
^^' l +2hx{W-hG'V'hGw)+2hy{B-^C'v+C'w)+(A'+2G'w)h^=o 
qui vérifient la relation = o (*). 

En désignant par a, p, y, 8, e, <p les mineurs du discriminant 
de (C) qui correspondent aux éléments a, 6, c, d, e, /*, on a 

= a(A 4- 2G1;) 4- . . . 

et, par conséquent, 

o = M(2Ga 4- C'p 4- G"A8) 4- i;(2G'y 4- Gp 4- G'eh) 4- t^(2G>/i 
4- Ce 4- G8)A 4- Aa 4- A'y 4- B'p 4- B'8A 4- BeA 4- A'^çA», 



(*) Lorsque les équations des deux coniques considérées sont (notations 
de Salmon, chap. XVIII). 

S = 005* 4- 6î/* 4- CJ5* 4- 2fyx 4- îfl'^rD + 2hxy = o, 
S' = a'ac^ + &'t/* 4- cV 4- 2fyz + 2flf'^ 4- 2h'xy = o, 
le discriminant de XS + S' est 

AX» 4- ®X« 4- Ô'X 4- A', 
A, A' étant, respectivement, les discriminants des formes S, S'; les coeffi- 
cients 0, & étant donnés par les formules 
0==(6c— /*)o'44ca-^)6'4-(o&-^*)c'+2(ôf/i— a/')/'+2(^/--6gf)flf'+2(/flf--c/i)V 

On voit que dans TexpressioD de 0, les coefficients des quantités a', h\ 
c\ /', jfy h' sont les mineurs du discriminant A. 
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relation qui montre que le plan a^a^a, passe par le point fioce M 
dont les coordonnées sont 

(i) « „ y 



2Ca -H G'p + G"A8 2C'y -4- Cp •+- C'eA 

___ z I 

" {2G\h + C8 + G\)h ■" "■ ê^' 
en posant 

01 = Aa + A'y + B'p + B'SA ■+• BeA -♦- A>A«- 

Remarque 1. 1® Si 0^ est nul, auquel cas la conique de section 
de (S), par le plan P, est circonscrite à un triangle conjugué 
par rapport à G, le plan a^a^a^ est parallèle à une droite fixe* 

2^ Si la conique G varie dans le plan P, en restant circon- 
scrite à un quadrilatère fixe, les coefiicients de son équation 
ponctuelle sont des fonctions linéaires d'un seul paramètre X. 
Par suite, d'après les relations 

a = ac — 6*,,.. 
les quantités a, p, . . . sont des fonctioDs, du second degré, de 
ce paramètre X. Les coordonnées de M sont donc données par 
les formules 

^ __ y __ ^ I 

tti + Xa, + X»a, "" 6i+X6, 4-X*6, ~ Ci4-Xc,+X*C3 "" ôj+XOji+X'e, ' 

X étant le seul paramètre variable. 

Gonséquemment, on voit que le lieu de M est une conique 
située dans le plan représenté par 

y h 

z c^ 

I e, 

3^ Si la conique G reste constamment inscrite à un qua- 
drilatère fixe, alors, a, p, ... qui représentent, comme on 
sait, les coefiicients de son équation tangentielle, sont des 
fonctions linéaires d'un seul paramètre (a; et l'on a, pour déter- 
miner les coordonnées du point M, les formules 

«1 -+- K-a» Pt -♦- f^i "" Yi + l^ïi ~ <i -+- [fil* 
dans lesquelles fx est le seul paramètre variable : ainsi, dans 

ce cas, le lieu de M est une droite* 



0. 


a» 


6. 


b. 


Cf 


c. 


e. 


«. 



= o. 
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Remarque II. De ce qui précède, on peut conclure que 
si les coniques G se déforment, dans le plan P, de manière 
que les coefficients de son équation tangentielle soient des 
fonctions de degré m d'un seul paramètre; le lieu du point M 
sera, en général, une courbe gauche d'ordre m. De même, 
lorsque les coefficients de son équation ponctuelle seront des 
fonctions, de degré m, d'un seul paramètre, le lieu du point 
sera, en général, une courbe gauche, d'ordre 2m. 

D'après les formules (1), on voit encore que, si la conique G 
reste fixe, la quadrique passant constamment par l'intersection 
de deux quadriques fixes passant en A, le lieu de M sera une 
droite. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

. Des considérations géométriques simples mettent en évi- 
dence les résultats précédents. 

1^ Les droites AA|, AA,, AA., sont trois diamètres conjugués 
par rapport au cône S de sommet A et de base G ; donc, d'après 
le théorème de Frégier, le plan Gia^a^ passe par un point M 
situé sur la droite qui joint le point A au pôle, par rapport à G, 
de la droite A, trace sur P du plan tangent en A à (S). Gette 
droite est en effet le diamètre conjugué, dans le cône S, du 
plan tangent en A, à (S). 

2® Les coniques G admettent toutes un triangle autopolaire 
fixe BiBjBj, formé par les points diagonaux du quadrangle 
donné; par suite, le lieu du point M reste constamment dans le 
plan 616463. 

De plus d'après le théorème suivant, bien connu ; 

Le lieu des pôles JCune droite A, par rapport à un faisceau de 
coniques G circonscrites à un quadrilatère ^ est une conique (A). 

Ghasles (loc, cit.) 

le lieu du point M sera l'interseclion du cône de sommet A 
et de base (A), située dans le planP, et du plan b^b^b^. Ge lieu 
est donc une conique. 

3<* Les coniques G admettent évidemment un triangle auto- 
polaire commun BiB^B, défini comme précédemment. Le lieu 
du point M sera encore dans Je plan 616,6,. 
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D'ailleurs, an sait que : 

Le lieu des pôles (Tune droite \, par rapport à un faisceau de 
cdniqueSy inscrites à un quadrilatère, est une droite 8. 

Le lieu du point M se trouvera dans le plan déterminé par A 
et la droite 8. Ce lieu est, par suite, l'intersection des deux 
plans que nous venons de considérer. 

ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

(7 juin) 



Composition de Mathématiques. 

On donnej dans un plan, une hyperbole équilatère H, dont P équa- 
tion, par rapport à ses axes, pris pour axes des coordonnées, est: 

(i) X* — y> = a*. 

D'un point M du plan, ayant pour coordonnées x = p, y = q, 
on mène des normales à cette courbe. 

On demande: 

/^ De faire passer par les pieds de ces normales une nouvelle 
hyperbole équilatère, dont les normales en ces points soient concou- 
rantes, et de déterminer leur point de concours ; 

2^ En désignant par K une hyperbole équilatère satisfaisant à 
cette condition, dans quelle région du plan doit ê re placé le point 
M pour qu'il y ait une hyperbole K correspondant à ce point; 

3® Quelle ligne doit décrire le point M pour que l'hyperbole K 
soit égale à V hyperbole H. 

N.-B. — On conservera les notations indiquées. 

!• et 2». L'hyperbole d'Apollonius, qui correspond au point p, g, a pour 
équation 

(2) 2xy—py^qx=o, 

Par suite, Téquation générale des hyperboles équilatères , passant par 
les pieds des normales issues de M, est 

(K) \[x^ — y* — à^) + 20Dy — py — gx = o. 

Soit A {x,y)le pied d'une des normales que nous considérons. En écri- 
vant que la normale à l'hyperbole (E), en ce point, passe par un point M' 
(a, p), on a 

g — g __ p — y 

2X0? 4- 2J/ — 3 "" 205 — 2\y — p' 
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OU 

(3) 2(î/« — a?«) + 4Xa?2/ + aj(2a4-p — 2Xp) — 2/(2Xa + 2p + ç)— paH-9P = o. 
Les coordonnées x, y du point, vérifient (1), (2), (3) et, par suite, Téquation 

(4) — 2a>+2Xipî/+9a;)H-a?(2a-4-p— 2Xp)— y(2Xa+2p+5)— pa+gP=o, 

obtenue par la combinaison de celles-ci. Mais cette observation s^applique 
aux coordonnées des pieds des trois autres normales issues de M. De cette 
remarque, il résulte que Tégalité précédente représentant, si Ton consi- 
dère a;, y comme des coordonnées courantes, une droite passant par quatre 
points, non en ligne droite, doit être une identité. On a donc 

2a — 2Xp -I- p -h 2kq = o, } 
2Xa + 2p + î — 2Xp= o, > (ô) 
pa — q^ + 2a* = o. ) 
Si nous éliminons a, ^ nous avons, pour déterminer X, Téquation 

2 — 2X p 4- 2Xç 

2X 2 g — 2Xp = o, 

p — Ç 20* 

ou 2\\q^ — p« — 2a«) + 6pq\ + p« — ç* — 4a* = o. 

Cette équation a ses racines réelles, si Ton suppose 

9PV — 2(ç* — p« — 2a*)(p* — g« — 4a*) > o. 

On voit facilement que cette inégalité revient à celle-ci 

(A) (2p* + ç* + 4a*}(p» + 2ç» — 4a>) > o. 

Les hyperboles (K) seront donc réelles, toutes les fois que le point M 
sera pris à l'extérieur de l'ellipse qui correspond à l'équation 

0? 4- 2î/* — 4a' = o. 

Quant aux coordonnées a, ^ du point de concours M' des normales, 
elles vérifient, d'après les équations (6), les relations 

(5) pa — gp + 2a* = o, 

(6) 2a* + 2p* — pa — 9P — p* — Q* = 0. 

Il y a deux points tels que M', correspondant au point M. Ces points 
sont à l'intersection de la droite (5) et du cercle (6), quand on considère, 
dans ces équations, a, p comme des coordonnées courantes. 

En exprimant que Tintersection de cette droite et de ce cercle est 
réelle, on retrouve (A). 

30 L'équation de (K) étant 

(K) Xa? — Xî/* + 2xy — qx ^py — Xa* = o, 

on a, avec les notations habituelles, 

A = X'a* + — - X 5! ^- X ^-l-Xa* 
2 4 4 

8 = — (X*+ i). 
On sait d'ailleurs que Téquation aux carrés des demi-axes est (G. M. S., 
t. II, p. 280) 

8V 4- A8( A -4- A' — 2B" cos 6)2 + A* sin* 6 = o. 
En appliquant cette relation à l'hyperbole (K) on a 

{ QÏ — «2 nao ]2 

[1) a*(X2 -h O* = I a*X(X* + i) + X ^ "•" 7" ( ' 

Il s^agit maintenant d^éliminer X entre cette équation et la relation 
(8) 2X*(ç* — p* — 2a*) + 6pql + p* — g* — 4a* = o. 

A cet effet, et pour faciliter cette élimination, nous poserons 

X = tg 9. 
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L'égalité (7) donne alors 



a* a*8in© sin©ç*— p* . pq ,^. 



COS* 9 COS' 9 COS 9 4 2 

ou 

(9) (g* — p«) sin 9 (H- sin 9) + 2pq cos 9 = 4a* (*•). 
D'ailleurs, (8) donne 

(10) (q* — p*){2 sin* 9 — cos* 9) + 6pq sin 9 cos 9 = 4a*. 

En observant que (9) et (10) peuvent être résolues par rapport aux 
quantités 9* —p^pq, on a 

(11) (p* — 5*)(i + sin 9) = 4a*(i — 2 sin 9) 

ow, .aîr. X— .^> (^ 8in9 + i)(i — sin9 ) 

2i)g(i + sm 9) = 40* —— . 

cos 9 

Elevant ces égalités au carré et ajoutant, on trouve 

{p« + 9')«(. + sin ç)' = ,6a' i(. - 2 sin ç)» + (i±Jji2^^ZiiB_?)| 

( I H- sin 9 J 

ou 

(12) (p* + ç*)*( I + sin 9)3 = 32a*. 

Entre (11) et (12), nous pouvons éliminer sin 9. Cette élimination étant 
faite, en remplaçant, dans le résultat, p, g, par des coordonnées courantes, 
on obtient enfin l'équation du lieu cherché (***) 

(R) 54a*(a;* + y*)* = (a;* — y^ -h 8a*)». 

Pour discuter la courbe qui correspond à cette équation, on peut 
opérer de la façon suivante. 

Posons a;* — 2/* + 8a* = 6t\ 

Nous aurons «j* + «* = — ; 

a 

et, par suite, a;* = ^- 

a 

ou, encore 

(13) aa^ = (e + 2a)*(« — a). 

(*) Le premier membre comporte, il est vrai, le signe =t:; mais en 
changeant 9 en n + 9, ou passe, du premier cas au second; il suffît 
donc de considérer l'un d'entre eux. 

(••) Nous avons supprimé la solution sin9 = i. Pour cette valeur par- 
ticulière, on a X = 00 ; l'hyperbole considérée K, coïncide avec l'hyperbole 
proposée. C'est une solution singulière de la question posée ; le lieu du 
point M, dans cette hypothèse, est, diaprés (8), l'hyperbole correspon- 
dant à l'équation 

a^ — y* + 2a* = 0. 

(•**) L'élimination que nous venons d'effectuer porte, comme on Ta vu, 
sur deux équations dans lesquelles le paramètre X, qu on doit éliminer 
entre au quatrième degré dans l'une, au second degré dans l'autre ; ce 
calcul est ordinairement pénible. L'élimination de X peut se faire par des 
procédés différents et probablement plus rapides que celui qu'on vient de 
lire. Pourtant, la méthode générale conduit, si nous ne nous trompons, à 
une courbe du douzième degré dont l'équation est le carré parfait de 
celle à laquelle nous aboutissons ici. Quant aux artifices particuliers qui 
peuvent simplifier cette élimination, on ne peut que les recommander 
dans des calculs aussi laborieux ; mais il faut, quand on les emploie, ne 
pas perdre de vue qu'ils peuvent introduire des facteurs étrangers. 
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De môme 

(14) -02/* = (« - 2a)\t + a). 

En faisant varier f de a à + qo (a > o) on constmit la courbe, point 
par point; la forme générale de la oourbe apparaît alors avec netteté. 
Elle est constituée par l'ensemble de deux branches paraboliques dont les 
sommets sont situés sur oy, à une distance de TorigiDe égale à 0^/2 ; la 
concavité des branches étant tournée vers les bissectrices des axes. La 
courbe présente deux points doubles réels, situés sur oXj à une distance 
égale à ± 4a; et deux points doubles isolés, sur Taxe oy. Si Ton observe 
que l'équation cartésienne (R), rendue homogène, rentre dans la forme 

U* = P»Q»R». 
on voit que cette ligne présente six points de rebrotissêment; deux, sur la 
droite de l'infini ; les quatre autres, deux à deux situés sur les droites 
isotropes- passant par Torigine. En résume, (R) est une sextiqpie présen- 
tant six rebroUssements et quatre points doubles. Sa classe est donc égale à; 

6x5 — 3 x6 — 2x4 = 4. 

Cette sextique de quatrième classe (*) a donc son maximum de points 
doubles ; c^est une sextique unicursale. 

On peut d^ailleors le vérifier de la manière suivante. 

Posons « — a = au\ t + a = av*. 

2 
Nous en déduisons = v 4- « = 8; 

V— 14 

et, par conséquent, 

16. e I ,6* 
t; = -H — , u= -, t = a 



62' ~2 e* ■" 46» 

Les formules (13), (14) se transforment et donnent 

x = {t-\- 2a)u, y=z{t^ 2a]v ; 
(6* 4- 80» + 4)(e« — 2) 



ou x= a 



86» 



(6* — 86«+4)(6»+2) 
^ 86» 

On peut discuter la forme du lieu, soit en utilisant les formules précé- 
dentes, soit, ce qui est au moins aussi simple, en faisant usage des for- 
mules (13), (14) qui se prêtent particulièrement bien à cette discussion. 

(*) Ce fait que la courbe en question est de quatrième classe résulte 
encore de l'observation suivante. 
Son équation étant mise sous la forme 

i « a 

a;» — . y« + 8a* = 3.2 3 ,a^.{x^ + î/*)"^; 
si l'on pose a? + i/t is U, oî — yi s: V, 



on a (U3)«-+-(V3)» + (4*o»J* — 3.4»a^U^V* =0. 

L'identité connue 

A» -t-B»-+- C«- 3ABC = (A + B + C)(A« + ...), 
prouve que l'équation considérée est, sous une forme irrationnelle et ima- 
ginaire, 

{X -{- yif + [x — yt)â + (40)^ — o. 
On reconnaît ainsi que la sextique en question est la développée d'une 
ellipse imaginaire; elle est donc de la classe 4, 
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Remarque. — La seztique rencontrée dans cette question est connue. 
On trouve dans Salmon, Traité des courbes planes (édition 0. Ghemin- 
Ilalphen, p. 101) Téquation 

qui représente Venveloppe des cordes de courbure qui correspondent aux 
différents points de VeUipse représentée par l'équation 

En faisant a* = — 6% 

on a (X* — y^_-h ^b^Y = ^-jb^x^ 4- î/»)% 

puis, en changeant b en 6^^, on retrouve (R). 

On peut auHsi la considérer comme une première podaire négative de 
l'hyperbole représentée par Téquation 

x» — 2/* + 2a* = o, 
le pôle étant au centre de l'hyperbole. 

Cette podaire négative, dans le cas de rellipse, a été parliculiôrement 
étudiée par Tortolini ; elle est aussi connue sous le nom de Courbe de 
Talbot (voyez Nouvelles Annales, 1871, p. 466). 



ECOLE POLYTECHNIQUE 



Composition de trigonométrie. 

Dans un triangle ABC, on donne : 

6 = 5828-,755, 

c = 4754-,824, 

A= 75- 35' 45". 
Calculer le côté a, les angles B et C, et la surface du triangle. 

Composition de géométrie dofiieriptiTe. 

Un cube de 15«"> de côté a Tune de ses trois directions d*arêtes verticale 
et une autre perpendiculaire au plan vertical. 

Dans la face postérieure, considérons Tarôte de gauche, Tarêleinféiieurc 
et le sommet situé à l'intersection des deux autres arêtes. 

La droite passant par ce sommet et par le sommet opposé du cube, 
engendrerait, si elle tournait successivement autour des deux arêtes 
considérées, deux hypcrboloïdes qu'on suppose remplis. 

Représenter, par ses projections, le corps formé par la partie commune 
aux deux solides ainsi obtenus, en le limitant en haut et en bas par les 
plans dos deux faces horizontales du cube, et en arrière par colui do la 
face postérieure. 

On placera au centre du cadre de l'épure la projection horizontale du 
point de rencontre des axes des deux hypcrboloïdes, et, à un centimètre 
au-dessus, sur une parallèle aux petits côtés, la projection verticale du 
même point. 
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En fait de constructions, et en dehors de celles qui se rapportent aux 
points remarquables, on ne laissera subsister, dans le tracé à Tencre, 
que la détermination d'un point de chaque courbe et celle de la tangente 
en ce point. 

On n'indiquera aucune asymptote. 



ECOLE NORMALE 

(16 juin 1890.) 



1. ~ Entre les coordonnées x, y d'un point A et les coordonnées Uy v 
d*un point B, on établit les relations 

u' H- XttVa t;* 4- Xvtt* 

où X est un nombre positif donné. 

Après avoir déduit, de ces relations, Téquation qui relie les coefficients 
angulaires a, ^ des droites qui joignent Torigine aux points A, 6, on mon> 
trera que, en général, ft chaque poirt A correspondent trois positions du 
point B : ces points B^, Bj, B3 peuvent-ils être réels et distincts? Où le 
point A doit il se trouver pour qu'il en soit ainsi ? Sur quel lieu doit-il 
être situé pour que deux de ces points (Bj et B3, par exemple) soient con- 
fondus? Si le point A décrit ce lieu, quels sont les lieux décrits par les 
points confondus B2, B3 et par le point Bi ? 

IL Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy, on prend, sur Taxe 
des X, un point fixe A, sur Taxe des 1/, un point fixe B, et Ton mène, par 
le point 0, une parallèle à la droite AB. On considère un système de trois 
cercles assujettis à avoir même axe radical et à être tangents : le pre- 
mier, en A, à Taxe des a;; le second, en B, à l'axe des y, le troisième en O 
à la parallèle à AB. 

Démontrer que l'axe radical des trois cercles passe par un point fixe. 

Trouver le lieu des points communs à ces trois cercles : on indiquera 
quelle est, en général, la forme de cette courbe, et Ton examinera en par- 

ticulier le cas où l'angle en A du triangle OAB est égal à -• 



EXERCICE ECRIT 



33. — Lieu des foyers des coniques circonscrites à un 
losange. 

Note sur r exercice 32. 

En proposant cette question, dont j^avais retrouvé Ténoncé dans des 
notes anciennes, j'avais oublié qu'il avait été proposé déjà (Journal, 18h7,- 
p. 275). Une solution, h, laquelle nous renvoyons le lecteur, a été donnée 
(1888, p. 15). G. L. 
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Compositions d'analyse, Mécanique et Astromomie, données depuis 1869, 
à la Sorbonne, pour la Licence es sciences mathématiques; suivies d'exer- 
cices sur les variables imaginaires, par E. Villié , ancien ingénieur des 
Mines, docteur es sciences, doyen de la Faculté libre des sciences de 
Lille énoncés et solutions). — 2 vol. in-8*>, avec fig. dans le texte, se ven- 
dant séparément : 

/'• Partie; Compositions données depuis 1869, In-S»; 1885. 9 fr. 
//• Partie; Compositions données depuis 1885, In-8» ; 1890. 8 fr. 50 c. 
( Gauthier-Villars et fils, 55, quai des Grands-Augustins. ) 

Nous appelons Tattention de nos lecteurs sur cet ouvrage très intéres- 
sant. Bien qu^il s^adresse plus particulièrement aux candidats à la Licence 
es sciences , mathématiques, il sera consulté avec profit par toutes les 
personnes compétentes. Dans la première partie sont résolus tous les pro- 
blèmes d'Analyse et de Mécanique donnés on composition à la Sorbonne, 
depuis 1869, tant aux élèves de TEcole Normale qu'aux élèves libres 
qui se sont présentés à la Licence. L'auteur y a joint quelques questions 
proposées dans les autres Facultés et un certain nombre d'exercices sur 
les intégrales imaginaires et les fonctions doublement périodiques. 

A la fin de cet ouvrage, on trouvera les énoncés des questions 
d'Astronomie proposées & la Sorbonne pendant la période 1869-1884. Les 
solutions de ces exercices sont exposées à la fin du second volume. 

Dans la seconde partie, les chipitres qui ont été plus particulièrement 
développés sont ceux qui traitent des variables imaginaires en Analyse, 
de la Cinématique et de la Dynamique des systèmes en Mécanique. On y 
remarquera encore les solutions de nombreuses questions d'Analyse, à 
l'aide des coordonnées curvilignes introduites dans la Science par Gauss 
et dont, jusqu'à présent, on n'avait fait qu'un usage restreint dans les 
applications. 



QUESTION 197 (*) 

Solution par M. A. LévY, élève de mathématiques spéciales au Lycée 

de Nancy. 



Lieu des centres des coniques circonscrites à un triangle et dans 
lesqtœlles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes 
est égale à K. 

Distinguer, s'il y a lieu, les arcs qui correspondent à des centres 
d*ellipse. ( Amigues. ) 

(*) Proposée aussi, par inadvertance, souâ le u" 227. 
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Soit OAB le triangle donné. Prenons OA, OB pour axes de 
coordonnées OA = 2a, OB = 2,6 ;et soit 6 Tangle AOB. L'équa- 
lion générale des coniques circonscrites au triangle est 
Ax{x — 2a) -i- Gy{y — 26) -h 2xy = o. 

La somme des carrés des longueurs algébriques des demi- 
axes d'une conique a pour expression ; A, étant le discri- 
minant de réquation; S, le discriminant des termes du second 
degré; et J représentant A + A' — 2B" cos 0. On a, d'après 

rhypothèse, 

-AJ 

c'est à dire 

(1) AG(3ap-C^«-Aa>) (A+C-2 cos 0) + (AC- i)'K=o. 

Los coordonnées du centre sont données par 
(2) A(aî - a) + y = o (3) C(y - p) + x = o. 

On aura l'équation du lieu en éliminant A, G entre (1), (2), 
(3). 

On a A = ^: G = ~ "" 



X — a y — P 

/ ^7 — ^+( :;+— — H2COs6)(2a6 + -i— tH —) 

(a5-a)(î/-p) \y-p x-a J\ '^ y-^ X-%) 

\{x - a) (y - P) ; ' 

OU 

xy[x(x — a) H- y(y — p) + 2{x — a.)[y — p) cos ô] 

X [{px-h oLyY — 3ap(paj -4- ay) -f- 2a*p*] 
= K*(a: — a)(i/ — p){^x -f- ay — a^)*. 
Le dernier facteur du premier membre est divisible [ar 

p.r -+- ay — ap. L'équatioQ du lieu se réduit à 
(4) aj</[a;(aî-a)4-y(y-p)4-ic(aj-a)(y-p)cosÔ][px-+-ay-2ap) 

= K« (;r - a) (y - p) [fx 4- ai/ - ap). 
Le lieu est donc du cinquième degré. Il passe par les points 
circulaires à l'infini. Les axes de coordonnées, et, par analogie 
la dioite AB, sont les asymptotes de la courbe. Il est d'ailleurs 
facile de voir que chacune de ces droites rencontre la courbe 
en trois points à l'infini; cette courbe a donc trois points 
d'inflexion, à l'infini, sur les côtés du triangle. 
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Les milieux des côtés du triangle sont les points doubles 
du lieu. Pour avoir les tangentes en ces points, transportons 
Torigine, par exemple au point ce = a, t/ = p, Téquation de la 
courbe devient 
{x + a)(t/ + P)[x{x + a) -h y (y + p) + 2xycos^]{^x + ay) 

— K*xy(px 4- ay + ap) = 0, 
l'équation du faisceau des tangentes est 

(ax + py) (px -h ay) - K*xy = o, 
c'cst-k-dire, apa?* + a^y* + (a* -+- p" — K*)xy = o. 




Le discriniinaDt du premier membre de cette équation est 
(a» -4- p« - K«)« - 4a*p« = (a« - p«j« - 2K»(a« 4- p») 4- K\ 
Pour K < o (hyperboles), les tangentes sont réelles. 
Pour K > o (ellipses ou hyperbo'es), les tangentes sont 



imaginaires si 



(a - p)« < K < (a 4- py 
r= [(a 4- P)« - K][(a - p)« - K]. 

La figure (i) montre la forme générale de la courbe dans 
rhypothèse K < o. 

Pour achever de construire la courbe, nous allons séparer 
les régions du plan qui peuvent contenir des points du plan, 
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de celles qui a'en contiennent pas. Construisons les courbes 
représentées par les divers facteurs de (4) égalés à zéro, les 
facteurs du premier membre nous donneront les trois côtés 
du triangle et le cercle des neuf pointa de ce triangle. Les 
facteurs du second membre nous donnent Us parallèles aux 
côtés du triangle, menées par les milieux. Cela posé, considé- 
rons un point à l'intérieur du triangle formé par ces dernières 
droites : les coordonnées de ce point rendront x — a, y — p 
négatifs, ay + ^x — ct^ positifs, c'est-è-dire le second 
membre positif, ils rendront œy positifs, les deux autres fac- 
teurs du premier membre négatifs, c'est-à-dire le premier 
membre positif. Il peut y avoir des points du lieu à l'intérieur 



du triangle. Les régions hachées ne contiendront certaine- 
ment pas de points du lien, les autres pourront en contenir. 

Ceci nous montre que si K* est plus petit que (a — P)* ou 
plus grand que {a -t- p)', la courbe a la forme de la figure (2). 
Si K' = (te — p)^, on a la figure (3). Enfin si l'on suppose 
{a — py < K* < (a + f)", le lieu aifecte la Torme indiquée 
sur la figure (4). 

Séparons les arcs de la courbe correspondant aux centres 
d'ellipse, de ceux qui correspondent aux centres d'hyperboles. 
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L'équation générale des coniques circonscrites au quadri- 
latère est 

Aj5* h- Cy* + 2xy — 2Aaaj — 2Cfi/ = o, 

le genre de la conique dépend de A.G — i ; or, d'après la nature 
de la question : 



A = - 



œ — a 



, G = - 



P 



, AG - 1 = 



{X - ^)(y ^ p) 



— I. 




Fig. 3. 



La courbe sera une ellipse ou une hyperbole suivant que 
{X — a)(j/ — p)(ay 4- fa;— a6) sera positif ou négatif. Les arcs de 




Fig. A. 



la courbe, situés dans les régions pour lesquelles cette fonction 
est positive, correspondent aux centres d'ellipse, ce sont les 
arcs situés à Tintérieur du triangle formé par les parallèles 



i68 JuURNAt DE MATUÉMAtiQUES SPÉCIALES 

aux côtés du triangle donné et menées par les milieux de ses 
côtés; ou dans les angles opposés par les sommets aux angles 
du triangle. Les points de la courbe situés dans les autres 
régions correspondent aux arcs d'hyperbole. 

Dans les figures (2), (3), (4) nous avons représenté en Irait 
plein les arcs correspondant aux arcs d*ellipse, en pointillé, 
ceux qui correspondent aux arcs d'hyperbole. 

Il y a lieu d'observer pourtant que les formes indiquées 
comportent d'autres variétés, certains points doubles pouvant 
être isolés, les autres ne l'étant pas. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Roux, élève au lycée de Gre- 
noble; Jules Lhébrard, élève au lycée de Montpellier; Leinckugcl, élève 
au lycée Gharlemagne ; Louis Gazaly. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



291. — Si l'on désigne : par U, la fonction du second degré 
à trois variables 

Aaj* 4- A'y* 4- A"z* -h 2Byz + 2B'xz + 2W'xy + 2Caj + 2G'y 

H- 20"^ -i-D; 

par H, le discriminant do cette fonction rendue homogène; 
par Y, y', y" et A, les mineurs qui, dans H, correspondent res- 
pectivement à G, G', G" et D; enfin, par W, le déterminant 

Ay/H^ BVH+y"-A- - B yW - / ■+- ^J/ 

B V H - y" + ^^ ^V H B \/H + Y - Aaî 

B'/H + Y'-Ay B\/R-y -hàx A'VH 

on aura 

WsiaVhU. (A.Tùsot.) 



ERRATUM 

Pag 3 1 U, question 289, première colonne et troisième ligne du délcrmi- 
ijdul : au lieu de p» + a"î/. lire ^z — aV 



Le Directeur-gépant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LA POLAIRE RECIPROQUE DE L'EPIGYCLOIDÉ 

Par M. tiTéebnieofl; Professeur au Gymnase de Troltzk (Russie). 

{Suite et fin, voir p. 146). 



2. — Considérons maintenant quelques cas particuliers. 
La polaire réciproque de la cordioïde est la courbe ayant 
pour équation 

(9) 0=6 séc-* 

L'aire de la boucle formée par la courbe est 36"\/3. 
Transformons quelques propriétés de la cardioïde. 



(1) Les tangentes à la car- 
dio'ide, en des points situés sur la 
droite passant par le point de 
rebroussement, sont perpendicu- 
laires. 

(2) Les normales en ces points 
se coupent sur la circonférence 
ayant le pôle pour centre et pas- 
sant par le point de rebrousse- 
ment, 

(3) Si, autour du point de 
rebroussement, on fait pivoter 
un angle MOM' = a, dont les 
côtés rencontrent la cardidide 
en M et en M', les tangentes en 
ces points se coupent sous un 
angle constant 



(1)' Les points de contact des 
tangentes menées à la courbe (9), 
d^un point situé sur f asymptote, 
sont vus, du pôle, sous un angle 
droit. 

(2)' Supposons que OT, OT' 
soient les sous-tangentes en ces 
points. La droite TT' enveloppe 
une circonférence tangente à 
r asymptote et ayant le pôle pour 
centre. 

(3)' Si, autour dupôle^ on fait 
pivoter un angleMOW=p, dont 
les côtés rencontrent la courbe 
(9) en M et en M', les tangentes 
en ces points coupent C asymp- 
tote en des points N et N' tels, 
que V angle NON' 



Considérons la courbe représentée par 



(10) 



(1> 



p = 6 cos - 
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Les courbes (9) et (10) sont inverses. 

Transformons les propriétés (1)', (2)' de la courbe (9). 

i . Les points de contact M et M' de deux circonférences, 
tangentes à la courbe (10) el menées par le pôle et par un 
point de K (*)y sont vus, du pôle, sous un angle droit. 

2. Les points d'intersection N, N' de ces circonférences et 
des perpendiculaires ON et ON', élevées aux rayons vecteurs 
OM, OM', sont situés sur la circonférence ONN', qui passe 
par le pôle et qui est tangente au cercle correspondant à 
l'équation p = a. 

La polaire réciproque de Thypocycloïde a pour équation, en 
coordonnées polaires : 

(11) p = = b sec • 

(n — 2)a cos 

n — 2 

L'hypocycloïde à trois rebroussements a, pour polaire réci- 
proque, la courbe dont Téquation est 

(12) p = 6 sec 3(0, 

ou (b + 3x)y* = (x — 6)x*. 

Les propriétés de cette courbe sont analogues aux pro- 
priétés de la cubique mixte. Il est facile de les énoncer, en 
transformant les propriétés de Thypocycloïde. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



1. — Une conique r est donnée par Téquation 
(1) f= Afic* -h A-Y -H 2B'œy -4- 2Byz ■+■ 2B'xz + A'5* = o. 
Trouver Téquation du faisceau des tangentes aux points M, N 
communs à F et à une droite A dont l'équation est 
(1) P = uic 4- vt/ H- m;» = o. 

1. — Soient a;«, y^y z^, les coordonnées du pôle de A; Téquation cher- 
chcc est 

(3) 4/?o = (a^^o + yfy. -H «A«)S 

Mais on a 



(*) K désigne la circonférence inverse de Tasymptote de la courbe (9). 
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(4) 



w ^' 



u V 

t t t * 

et 2/0 s: xfx^ 4- y/yo + «oAo = — 2p(t*aîo 4- vyo H- ^«o)» 

L*équalioii (3) devient 

(5) /(MO?, 4- vy, + wjsf,) -+- p(uaj 4- vy -f- w^)* = o 

Les égalités (4|, (5) linéaires, et homogènes en x,, y,, -5,, p, donnenf, par 
élimination de ces paramètres : 

A B"B' u 
B'' A' B V 
B' B A" w 



(A) 



u v w j^, 



= o. 



Tel est le résultat cherché. 

2. — Aulrenamt, L'équation des coniques doublement tangentes à F, 
aux points M, N est 

/4- X(Ma? 4- vy + vûz)^ = o. 
Déterminons \ de façon que celte équation représente deux droites ; 
a priori on prévoit que Téquation en X aura deux racines infinies. Pour 
obtenir la racine non infinie, on observera que, dans Tégalité 

A 4- Xu> B" 4- luv B' 4- luw 
B" + luv A' H- Xv* B 4- Xvw 
B' -i-Xwu; B 4-Xi;w A''4- Xm;> 
il faut déterminer le coefflcient indépendant de X et le terme en X. On a 



= o, 



A B" B' 

B" A' B 
B' B A" 



4-Xw 



d'où 



u 


B'' 


B' 




A u 


V 


A 


A" 


4-Xt; 


B" V 


w 


B 


A 




B' w 








A B" B' 








B*^ A' B 




X 


^ _ 


B' B A'' 








A B" B' u 








B'^ A' B V 








B' B A'' w 








u V 


w \ 



B' 
B 

A" 



4-Xw; 



A B"t* 
B" A V 
B' B w 



=0 



L'équation cherchée est donc 

A B" B' u 

(A') é 



4- 



A B'' B' 

B' A A 
B' B A'' 



= V. 



B" A B V 

B' B A'' w 

u V w o 

On observera que le résultat (A), trouvé par la première méthode est 

identique à celui que nous venons d'obtenir. On met cette identité en. 

évidence en écrivant les éléments de la dernière colonne de (A) sous la 

forme 

f 
w4-o, r4-o, w -h o, o 4- ~-j 

conformément à Tartifice connu qui permet de résoudre, par rapport à un 
certain élément, sous la forme d'un quotient de déterminants, un déter- 
minant donné. 

La valeur de X n'est infinie que si le déterminant qui est au dénomi- 
nateur est nul. Ce lôsultat est évident a priori, car, dans cette hypothèse, 
la droite considérée est tangente à la conique proposée. 
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2. — Discuter réquation 

(i) X arc tg oî + 0? -t- arc tg a; — i = o. 

En appliquant une idée d'un ordre assez général (Voyez G. M. S. ; Alg., 

p. 526 ; exercice 9), on est conduit à considérer l'équation 

w — I 

(2) arc tg a? H = o, 

a;-+- I • 

pour lui appliquer le théorème de RoUe. L'équation dérivée est 

I 2 

elle n'a aucune racine réelle. La suite de Rolle, qui doit être considérée, 
dans la discussion de l'équation (2), est donc 

— 00 — I — e I — I -h e H-oo. 

On trouve ainsi une racine réelle, unique, entre o et i. 

Dans cette discussion, arc tg x représente une fonction bien déter- 
minée, définie, en supposant que arc tg x représente le plus petit arc positif 
correspondant à une tangente de longuewr x. 

Remarque. — On peut appliquer la méthode précédente dans plusieurs 
autres cas. Par exemple, aux équations 

xLx + La? — o: -H I = o, 
xLx — La? H- o; H- I = o, etc., 
cas particuliers de l'équation 

f(a;).La; + 9(0;) = o, 
dans laquelle f{x\ <^{x) désignent des fonctions entières de x. 



EXERCICE ÉCRIT 



34. — D'un point M on mène les normales à la parabole P ; 
soient A, B, C les pieds de ces normales, droites qui rencon- 
trent Taxe de P aux points A', B', C. 

Soit le sommet de P. 

On suppose que OA' = B'C. 

1® Trouver le lieu de M. 

2° Démontrer que M est le milieu de CC; 

h^ Trouver le lieu décrit par le pôle de AB; 

4° Les normales considérées, abstraction faite des points 
A,B,C, coupent de nouveau la parabole en des points A', B', G'. 

Trouver le lieu décrit par le centre de gravité de A'B'C. 

Notes sur l'exercice 33. 

Prenons Téquation générale des coniques sous la forme 
(D 6(Aa? + By 4- G)> 4- 6'(Baj — Ay + G')* — ft = o. 

Les foyers situés sur Taxe de (F) correspondant à Téquation 



J 
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(1) Boj — Ai/ + G'=o, 

appartiennent aux cordes focales principales et celles-ci sont représentées 
par Téquation 



(2) 



(Aa; + B2/-+.C)>=fc(i-iyn 



L'équation des coniques du réseau considéré s'obtient en faisant, dans 
(r), G = G' =0 et en posant 

(3) a»(ôA« -h 0'B*) = 6»(6B« -4- O'A») = k, 

Oy b désignant les longueurs des demi-diagonales du losange. En appli- 

k k 
quant les formules (1), (2) et en éliminant --> — entre les relations (1), (2), 

6 7 

(3), on trouve 

(6y — a*x*]{aY — 6*«') = a*ôVo« — b*){x* — y») (**). 

Nota. — Nous avons reçu de M. Bolin, maître répétiteur au collège de 
Verdun, une solution de cet exercice. 



QUESTION 112 

Solution par M. H. Brocard. 



On considère un triangle rectangle ABGJnscrità une parabole, 
et dont V hypoténuse AB est une normale de la courbe; trouver le 
lieu décrit par le centre du cercle I, insc7it à ce triangle. (G. L. ) 

L'extrémité B de la corde AB, normale, en A(a^ p) à la para 

(*) Nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette formule. On y 
arrive très rapidement en partant de l'équation réduite 

wX* +nY>= I, 
et en observant que les coordonnées des foyers de la conique corres- 
pondante sont données par les relations 

Y = o, X> = -^-i. 

m n 

(**) La courbe correspondante se construit facilement. 

Ge résultat semble en contradiction avec les théorèmes connus. Ghasles 
(Comptes rendm tome LVIll) dit que dans un système ((jl, v) le lieu des foyers 
est une courbe d'ordre 3wqui à deux points multiples (Tordre ^,àl'infiniy sur un 
cercle. Or, ici, v = 2 . On devrait donc trouver une sextique, passant double- 
ment par les ombilics du plan ; ou une sextique dégénérée jouissant do 
cette propriété. Ge qui n*a pas lieu, si nous ne nous trompons. 

Salmon (Sections coniquesy édition Résal-Vaucheret 1870, p. 301), traitant 
le cas général (celui des coniques circonscrites à un quadrilatère quel- 
conque), trouve uue courbe du sixième degré, se décomposant, comme 
Font observé MM. Sylvester et Burnside, en deux cubiques, dans le cas 
où le quadrilatère considéré est inscriptible à une circonférence. 

Peut-être quelqu'un, parmi nos lecteurs, lèvera- t-il cette contradiction 
apparente dont nous n'apercevons pas la raison. 
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bole, a pour coordonnées 

(p + a)« 2p(p -h a) 

L'inclinaison de AG est égale et de signe contraire à celle do 

AB ; et l'inclinaison de BG est égale et de signe contraire à celle 

S — p 
de la tangente en A. L'inclinaison de CI est donc -• 

La droite CI a pour équation 

2p(p 4- g) ^ p -p r _ (p + g)' ] 

^ P P + pL a J' 

D'ailleurs, AI est perpendiculaire à l'axe de la parabole; 
donc le point I a pour abscisse g. On en conclut que l'équation 
du lieu (I) se déduit, de la précédente, par les substitutions 
a = a;, p = sj ipx. 



QUESTIONS 195 

liolotion par M. L. Delbourg, maître répétiteur au Lycée d^Agen. 



On considère des hyperboles équilatères H qui ont pour centre un 
point fixe et qui passent par un autre point fixe A. 

Trouver le lieu décrit par les sommets réels de H. Ce lieu est 
une lemniscate de Bernoulli. 

On propose, après avoir reconnu ce fait par le calcul, de réta- 
blir géométriquement en prenant pour base de cette démonstration 
géométrique la propriété suivante : 

Le produit des distances d'un foyer F d'une hyperbole équila- 

tère à deux points k, M delà courbe, diamétralement opposés, est 

AA' 
égal au carré de • 

On établira d! abord géométriquement cette relation. G. L. 

Posons OA = a; prenons OA pour axe des x\ une perpen- 
diculaire à OA, au point 0, pour axe des y. 
L'équation des hyperboles H est 
(1) 0?» + 2\xy — j/" — a* = 0. 

Soit Si {x, y) l'un des sommets réels de H; la tangente en S 
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est perpendiculaire sur OS; on a donc 

(2) l.\±2y=^, 

X Ix — y 

Entre (1) et (2) éliminons X, nous obtenons l'équation 

(ûc* + y^)^ = a»(x« - y«). 

La courbe correspondante est une quartique à centre, pas- 
sant doublement par les ombilics du plan, et possédant un 
nœud à tangentes rectangulaires; on sait {C, M. S. p. 539) 
qu'une courbe remplissant ces conditions est une lemniscate 
de BernouUi. 

Démonstration géométrique. Le lieu décrit par les sommets 
de H est horaotbétique au lieu des foyers; démontrons donc 
que ce dernier lieu est une lemniscate de Bernoulli. 

Soient A, A' les extrémités d'un diamètre de H; F, F' ses 

foyers; on a 

AT - AF = 2OS, 
d'où _ _ 

(1) A'F^ + AF^ - 2AF.A'F = 40S^ 
D'autre part, le triangle AFA' donne 

(2) Â/F^ + ÂF* = 2ÔF^ + 2ÔÂ^ 

Observons que OF^ -- 20S^; les égalités (1), (2) donnent 

AF.A'F = ÔK\ 
Cette égalité montre bien que F décrit une lemniscate de 
Bernoulli; le lieu de S est donc eussi une lemniscate de Ber- 
noulli. 

Solutions diverses par MM. Valabrègue, lycée de Montpellier; D.H 
et G. P, étudiants à Lille; Â, Abelin, lycée d'Angoulême; J. Berthon 
lycée do Lyon; N. Roux, lycée de Grenoble; Délateur, lycée V. lîugo,à 
Besançon; A. Troille, lycée do Grenoble ; J. Moulot, collège deManosque. 



QUESTION 204 

Solittion* 



On considère un triangle ABC; et, par les sommets B et G, on 
fait passer des coniques F qui coupent de nouveau les côtés AB, 
AC respectivem.ent.en B' et G'; de telle sorte que les tangentes en 
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ces points soient parallèles aux côtés AG, AB. Trm'oer Venve-^ 
loppe des coniques F. Cette enveloppe es tune qaartique située^ tout 
entière, à t intérieur du triangle ABC, et présentant^ aux sommets 
de ce triangle, trois points de rebroussement. On vérifiera que les 
tangentes en ces points sont le^ médianes du triangle et que le lieu 
demandé ne varie pas quand, au lieu des points B et G, on fait 
passer les coniques considérées par deux sommets quelconques du 
triangle ABC. (G. L.) 

Prenous ABC pour triangle de référence; Téquation de F, 
en coordonnées barycentriques, est 

(1) a* + 2XpY 4- 2(XYa + 2vap = G. 
En faisant p = o, on a 

a = G, a -f- 2|jiY = G. 
Cette seconde équation représente BC ; une droite passant 
par C a pour équation 

a + 2fJi.y + /p = G ; 
et, si elle est parallèle à AB, on a < = i . Nous devons donc 
écrire que 

(2) a + 2[jt.Y + p = G, 

représente une droite tangente à F. Les équations (<), (2) 
donnent 

a* L. (a + p) — a((x 4- P) -4- 2vap = G. 

Puisque (2) est tangente à F, au point G', le premier membre 
doit se réduire à un terme en p*. On a donc 

X 

2V = I 4- - • 
H» 
En exprimant que la tangente à F, en B', est parallèle à AG, 

on trouve, de môme, 

(4) 2 u. = I H 

V 

Les égalités (3), (4) donnent 

V = [X, X = [f-i^ii» — i). 
L'équation générale des coniques du réseau est donc 
4[x"PY -^ 2fA(ap -H ay — Py) + a* = G. 

Par suite, l'enveloppe est représentée par l'équation 

(5) (ap + ay - py)« = 4a«Py. 
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Cette équation, développée, est 

(6) a*f» + a«^" -f- P*y' — 2apr(a + P + y) = O. 
On vérifie immédiatement d'après ce résultat, que : 

1^ L'équation étant symétrique par rapport aux lettres a, p, y, 
le lieu cherché est une quartique qui reste la même quels que 
soient les deux sommets considérés dans l'énoncé. C'est une 
quartique remarquable du plan d'un triangle. Nous la dési- 
gnerons par 8. 

2® D'après (5), la courbe est comprise dans l'intérieur de 
l'angle BAC, ou dans l'angle opposé par le sommet. En appli- 
quant cette remarque aux trois sommets, on voit que est 
située à l'intérieur du triangle ÂBC. 

3** En faisant p = y, on trouve 

p»(p - 4a) = 0. 

Il y a donc trois points confondus en A, communs à 6 et à 
la médiane, et un quatrième point A", situé sur la droite qui 
correspond à l'équation p = 4a. En ce point A', la tangente 
est parallèle à BC. 

Les sommets A, B, C sont trois points de rebroussement de 
; cette courbe est donc une quartique unicursale. 

4® L'équation (6) peut être mise sous la forme 



v/^^v/i^\/7=" 



La quartique @, que nous rencontrons dans cet exercice, est 
donc la transformée, par points réciproques, de la conique 
inscrite à ABC, et circonscrite au triangle qui a pour sommets 
les milieux des côtés. 

8® Si l'on élève des perpendiculaires au plan ABC, aux 
points A, B, C on forme une figure prismatique. En coupant 
celle-ci par un plan, de façon à obtenir, comme section, un 
triangle équilatéral, on voit que © n'est autre chose que la 
projection, sur un plan quelconque, de l'hypocycloïde à trois 
rebroussements, la courbe merveilleuse de M. Cremona. 
, De cette remarque, et des propriétés connues de l'hypocy- 
cloïde^ on peut déduire toule une étude de la courbe @. 

Nota. — Solutions diverses par MM. L. Delbourg, maître répétiteur au 
lycée d'Agen; J. Lhébrard, élève au lycée de Montpellier; Leinekugel, 
élève au lycée Gharlemagne; Roux, élève au lycée de Grenoble. 
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QUESTION 205 (*) 

Skilation par M. L. Delbourg, maître répétiteur au Lycée d'Agen. 



Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires. On 
considère des paraboles P qui passent par r origine, tangentielle- 
ment à Ox, et qui coupent Oy en un point fixe A (OA = 4b). Sur 
OA, on prend un point B tel que OB = b ; et de ce point B, on mène 
les normales à P. Trouver le lieu décrit par le pied des normales 
ainsi obtenues, etc.. G. L. 

L'équation de la parabole est 

(1) (y - mxY = 46y. 

Celle de l'hyperbole aux pieds des normales issues de B : (0, 

b) est = ^ — ■ , 

m^x — my y —mx — 2b 

ou 

(2) (y — »w?)(a; + my) = b[my 4- (2 — m*)a?]. 

Le faisceau des droites issues de Torigine et allant aux points 
d'intersection des coniques (1) (2) est représenté par Téquation 

(3) (y — mx){y -h mx)[3my — (m» — 2)x] = o. 

Au facteur y — mx correspond la normale Oy; au facteur 

y-hmx, correspond 
une normale dont le 
pied est situé con- 
stamment sur la 
parallèle à Ox, me- 
née par B. 

Ce résultat peut 
être établi géomé- 
triquement. Soient 
D le milieu de OA, 
et G le pôle de cette 
droite. La ligne CD 
est coupée en son 
milieu E par la parabole ; et la tangente en ce point 




(*) Marquée 204 par erreur. (Voyez l'énoncé complet /(m^^nai 1886, p. 216.) 
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est parallèle à OA. La droite BË, qui correspond à ^ = 6 est 
donc perpendiculaire à la tangente au point E : c'est la nor- 
male en ce point. Cette droite fait donc partie du lieu. 

Considérons maintenant le troisième facteur. Les coor- 
données du point dont on cherche le lieu géométrique véri- 
fient les équations 

(l) \ (y - »»ac)» - 461/ = 0, 

^ ^ \ Smy — (m* — 2)0? = o. 

Au lieu d'éliminer m entre les équations (I), on peut les 
résoudre par rapport à rc et y. 



On a 



y m* — 2 



f 



X 3m 

puis ( ^ _ 3m(m« -- 2) 

(2) J^"" (»^"+ 0* 



b ~" \m" + 1/ 



La discussion de ces formules montre la forme de la courbe. 
Elle se compose de deux ovales situés du côté des ordonnées 
positives, tangenis à OX, au point 0, et passant par les points 
AetB. 

Ils correspondent aux deux équations 

x» 4- y* — 2by = ±^ y yjhy^ 
obtenues par l'élimination de m entre les égalités (1), et sont 

l'un extérieur, l'autre intérieur au cercle décrit sur OD comme 
diamètre. 

Nota.— Solutions par MM. Roux, élève au lycée de Grenoble ; Leinekugel, 
élève au lycée Gharlemagne ; Henry Seauve, élève au lycée de Grenoble. 



QUESTION 208 

Solution, gfénéralisation et développements par M. H. Plahenewskt, 
maître à rÉcole réale de Temir-Khan-Choura. 



Démontrer que rexpression 

v/i + ^2 H- v/3h- ... + v/û 



ny/n 



2 



tend vers -, quand n croit indéfiniment. 



I 
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Considérons un cas plus général et prenons Téquation delà 
parabole, du degré m, rapportée aux axes OX, OY 

Divisons a? = a en n parties et menons, par chacun des 
points de la division, des perpendiculaires y^, y,, yi^^^yn* Leurs 
valeurs sont 



^ I d m/— la m/— 1 0> m/— 

/a m/- 

La somme S^ = - (j/^ 4- . . . + j/n) ost une aire qui, pour 

Ht 

n = 00, tend vers celle de la figure déterminée par l'ordonnée 
î/n» par Taxe OX et par Tare de la parabole. 
Nous avons 

m /" 

^ Q> / d [m /— m /— m /— w* /— ) 



Divisons maintenant j/n = v/a en n parties égales; les per- 
pendiculaires menées par les points de division coupent la 
parabole en des points dont les abscisses sont : 

aîi = — 1"»; aï, = — 2"*; aî3 = — 3"* . . . aîn = — n»». 
* n"* n^ n"*^ n^ 

L'aire comprise entre la courbe, Taxe OY et l'abscisse aJnOst 
la limite de la somme 

m/- 
Sj — "~~~~ (•*/! H" tCj ~T~ • > • "T" tZ/n'i 

n 
pour n croissant indéfiniment. 
Or, on a 

wi/- 

\/a a 
n n' 

Mais la somme des puissances de degré m des n premiers 
nombres vérifie la formule connue 

/ . Ar/ xm T ^+1 (m+i)m fm+i)m(wi-i) 

I r.2 1.2.3 

On en déduit que, si n croît indéfiniment, l'expression 



S, = -^- { I»» -1- 2"* + 3"* . . . + n"*} 
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tend vers 
a y/a 



--rr tend vers ; 

n"*+* m -f- I 

m 



par suite S, = 

m -+- I 

Soit S la limite de la somme S^ 4- S, ; on a 

S = Xn.yn = a \/a. 
Donc 

m/— fl y d ,. fl v/^ <»»»/— m/— m/— «*/— ) 

a y/ a = — h lim J _ \\/\ -¥ \/^ ■¥ yj^ ... vnj 

m 4- I n v^n 

d'où 

1. v^i H- V2 -H \/3 + ... yJn I m I 

hm -2^^ — = I — = — 

^ "IV^ m + I wiH- I I 



--H I 

m 
C'est la formule générale que nous voulions établir. 
En particulier, pour m = 2, nous avons 

hm ^1 J= = -, (n = 00). 

n V n ^ 

Il est facile de démontrer, par une méthode analogue, que 

l'expression -^ tend vers , pour n croissant indéfini - 

ment, m désignant une fraction rationnelle quelconque. 

Remarques kt Développements. — A propos de cet exercice 
nous signalerons l'application de la précédente méthode à la 
recherche de plusieurs propositions. 

I. — Si nous divisons, dans un cercle, un rayon OA = r en 
n parties égales et si nous menons par les points de division 
les perpendiculaires y^, ^s • • • V^y nous avons 

irr* T 

— - = lim - (yi + î/, + ... j/n) (n = oc). 
4 ^ 

/ r»ï« / F 



Mais 



Par suite, : = 2 i 1/ ' ~ i 

4 ^^i^i n\ n" 



Développons 



\/'-^' 
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nous avons 



v/ 



i« _ I i« i i^ 1.3 e« 1.3.5 iy 

~ n" "~ ^ 2 n* 2.4 n* 2.4.6/1' 2.4.6.8/1® 

Ainsi 

4""-^n~-^2n«""-^2^n* ^ 2.4.6 n'* ' * 
Les sommations étant faites de i = i , à i = n. 

Donc 
., ir I I 1.3 

^ ^ 4 2.3 2.4.5 2.4.0.7 

OA 

2. — Si nous divisons — en n parties, en partant du centre 

2 

de cercle, nous trouvons une nouvelle série 

v/3 



-h 



8 



^ Y 411* -^1=1 2n y 4n« 12 

,, , Tc \/3 II II 1.3 I 

(j'ou — h - — =1 • • • 

64 2.34 2.4.54* 2.4.6.74' 

3. — Cherchons, par cette même méthode, le moment d'iner- 
tie du cercle par rapport à un diamètre, sachant que le moment 
d'inertie du parallélogramme de base B et de hauteur H, dont 

un des côtés est parallèle à Taxe, est I = — • 

12 

Divisons le diamètre, par rapport auquel nous cherchons le 
moment d'inertie, en 2n parties et, par les points de division, 
menons les perpendiculaires 21/1, 21/2, 2y,, ... 2yn dans le 
premier demi-cercle et 2y/, 2y,', 21// pour l'autre. Les aires 
comprises entre ces perpendiculaires peuvent être considérées 
comme semblables à celles des parallélogrammes correspon- 
dantes si n croît indéfiniment. Par suite, leurs moments 

d'inertie sont 

S^i'r 2 yi^r 



Ii = 



12. n 3 n 
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Le moment d'inertie complet sera 



Mais 



!"=v/^*-S-'=''v ' ~ S' ^''"''(' -^)\/' - ^ 



Donc 



Or 2'"ii/^ = -- 
d'où 

(B) ^=l^r^-tZi — \/'--••• 

Considérons maintenant la somme des moments d'inertie 
de ces mêmes parallélogrammes par rapport au diamètre per- 
pendiculaire au premier. Le moment d'inertie est le produit 
de Taire du parallélogramme par le carré de sa distance au 
diamètre ; par suite, 



r r'i* 



1/ = 2yi - , 
n n* 

et le moment d'inertie du cercle entier est 

i=ny.4il / i« I 

d'où > —ri/* i = ~* 

En mettant cette expression dans l'égalité (B), nous avons 

_ itr' I 

d'où 1=^. 

4 

4. — De ce résultat, on peut déduire quelques conséquences. 
On a 

4- 44 ~ A=i'n»'V ^ n«* 16"" A=in» V ^ ^•' 
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On a donc 



TT V** v^i** ^11® ^ 1.3 i® ^ 1.3.5 t** 

ou 
TU I I I 1.3 1.3.5 



16 3 2.5 2.4.7 2.4.6.9 2.4.6.8. II. 
5. — Cherchons encore la limite de la série : 



• • » etc. 



_.-., 

^i=l 



V'"^ 



pour n croissant indéfiniment. 
On a d'abord 

/ î*\_L I f« 1.3 f* ï.3.5i« 1.3.5.7 t» 

\ nV 2n* 2.4 n* 2.4,6/1' 2.4.6.811® 

Donc 



(D)i; 



*=♦» I I 1.3 1.3.5 

i=i / i« 2.3 2.4.5 2.4.0.7 

ni/ I 

y n« 

1.3.5.7 



+ 



. • . 



2.4.6.8.9 

Il faut déterminer cette série. 

On sait que 

,^. TU I I 1.3 1.3.5 1.3,5.7 

(G) - = ô + r-E + r^T + r^-FT -»- 



4 3 2.5 2.4.7 2.4.6.9 2.4.6.8. II 
Nous avons trouvé plus haut 
,^„ Tz I I 1.3 1.3.5 



4 2.3 2.4.5 2.4.6.7 2.4.6.8.9 

1.3.5.7 

2.4.6.8. ICI l'" 

Prenons la somme des deux séries (G) et (C) 

^— ( ^ M/'^ — '\/^ ^'^'^ 1.3 \ 

2~" \2.3 2.3/ \2.4.5 2.4.5/ \2.4.6.7 2.4.6.7/ 

,^. TU I 1.3 1.3.5 1.3.5.7 



2 2.3 2.4.5 2.4.6.7 2.4.6.8.9 
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Gonséquemment 



•=♦• I TZ 



" v/' " ^ 



6. Application au pendule simple. — Considérons un pendule 
écarté de sa position d'équilibre d'un angle a. Nous allons 
d'abord chercher quelle vitesse possède le point matériel en 
divers points de l'arc du cercle qu'il, décrit, si la longueur du 
pendule est /. Divisons l'aie la en /i parties égales; ces arcs 
pourront se confondre avec leurs cordes si l'on suppose 
l'angle a très petit. 

La vitesse Vi du mobile, lorsqu'il passe au point de la division ê, 
est la même que s'il était tombé verticalement d'une hauteur 

•" 2l lïh^' 



on a donc Vt = \/2ghi = a \/gl 4/1 j , 

si le mobile franchit la partie de l'arc i en un temps /<» uni- 

al 
formément; pour ce chemin — t nous aurons 



al ,- / i« 

— = /i a yglx^l I 1 

n • '^ ^ y n« 



d'où ti = 



= v/^ 



V'"^* 



La durée T d'une oscillation s'obtiendra en prenant le 
double de la somme /<, en supposant que i varie de i an; 
puis, que n croit indéfiniment. 

On a donc 

T = 2 lim (<i -h f, 4- /, . . . -h /„) = 

V ^ V ^ 
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Mais nous avons démontré que 



<-n w - ^ 



V'"^* 



Donc T = 



'^v/i 



Nota. — L'exercice proposé a été résolu par MM. : Roux, élève au Ijrccc 
de Grenoble; G. Leinekugel, élève au lycée Charlemagoe ; Lhébrard, 
élève au lycée de Montpellier. 



QUESTION 21 1 

Solution par M. H. Brocard. 



On considère un angle droit YOX e/, par un point G, donné sur 
OY, on mène une droite ^ parallèle à OX. 

Autour de 0, on fait tourner un angle droit dont les côtés ren- 
contrent A avx points M, et 1^ et l'on imagine les deux paraboles 
U et Y qui ont pour sommets, respeclivement, les points M, N; 
dont les axes sont MO et NO; et qui passent par C. 

Cela posé : 

4^ Trouver U lieu des points de rencontre des axes de U avec les 
paraboles V, ou des axes de Y avec les paraboles U; 

Ce lieu est un cercle. 

2® Démontrer que le lieu des points P, Q, R, communs aux para- 
boles D et V, est un cercle; 

3^ Chercher le lieu des points de rencontre des directrices des 
paraboles U et Y; 

Ce lieu est une droite parallèle à OX. 

4® Démontrer que les cinq points G, P, Q, R, appartiennent 
à une certaine hyperbole équilatère (H), ayant pour centre le milieu 
de OC; 

5^ Trouver les lieux décrits par le centre de gravité et par Vor- 
thocentre de PQR ; 

6^ Les asymptotes de (H) rencontrent les axes des paraboles U 
et Y en des points dont le lieu géométrique est un système de deux 
cercles. (G. L.) 
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Soient CMX, OCY les axes de coordonnées ; CM = a, GO = 6, 

CN = '-. 
a 

La parabole passant par C»M et ayant pour axe une paral- 
lèle à OM^ a pour équation 

{bx — ay — aby = Xy — ab*x -h a*6*. 

Pour que le point M soit le sommet, il faut que la tangente 
en M soit perpendiculaire à OM. On trouve, en défîniti ve: 

(U) (te - ay - ab)^ = 6»(o» - aa? - by). 

Pour avoir l'équation de la parabole V, il suffit de changer 

a en ; on trouve ainsi 

a 

(V) (ax -h by -h 6«)* = 6(6» -h abx - a*y). 

1® Le lieu des intersections S,S' de OM, avec la parabole V, 
s'obtiendra en éliminant a entre l'équation (V) et l'équation 

bx — ay — ab = o. 

On trouve a?" -h y* -h 2by = o. 

Même résultat pour les points d'intersection T,T', de ON avec 
la parabole U. Le lieu cherché est donc le cercle ayant pour 
centre et OC pour rayon. 

2* Ajoutant les deux équations (U) et (V), on trouve a* + 6' 
pour facteur commun, puis 

(D) a?* -h y> + 3by = o, 

équation d'une circonférence passant par l'origine G et dont le 

36 
centre est à une- distance O'G = • 

3® Le paramètre des paraboles (U) a pour expression 

6« 

2v/a* -+- 6" 
et celui des paraboles Y 

ab 

p = — » 

2 y/a* + 6* 
Les directrices de ces paraboles sont données par les équations 

a 6 a* 

^ 646 

a b b^ 

4 a* 
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obtenues en exprimant que les différences des distances 

OD, - OM, OD; - ON 

P v' 
sont - et — • 

2 2 

L'élimination de x entre ces deux équations donne 

(A) rj=\ b. 

4 
On peut remarquer (propriété évidente) que, dun certain 

point de la droite (A), on pourra mener, aux deux paraboles, 

deux tangentes communes rectangulaires. 

4** Pour que la conique représentée par (U) +X(V)=o soit une 
hyperbole équilatère, il suffit que les coefficients de a?" et de 
y^ soient de signes contraires. On reconnaît que X = — i. 
Ji'équation de Thyperbole équilatère est donc 

(U) - (V) = o. 

Le centre de cette conique est défini par les équations 

(U);-(V); = o, (u);-(V); = o, 

OU 2(6" — a*)x — ^.aby = 206*, 

2(6» - a«)y 4- 4.abx = 6(a« - 6»). 

L'élimination de x donne 

b 

5** Les points G, P, Q, R se trouvent situés sur la parabole 
(U) et sur la circonférence (D). 

L'élimination de x donne 

(a« + 6«)y« -4- 46(a« + 6*)y* + ... =0. 

On en conclut que la somme des distances des points P,Q, 
R, à Taxe des y, est constante et égale à — 46. 

Donc, le centre de gravité G du triangle PQR, dont l'ordon- 
née est le tiers de la somme indiquée, se trouve situé sur une 
droite fixe, dont l'équation est 

Le centre G' du cercle circonscrit aux triangles PQR, est un 

3 
point fixe (o, — - 6) (§ 2). Donc, en vertu d'une propriété 

connue, Torthocentre H, qui se trouve sur GG', à une distance 
HG' = 3GG^ doit décrire une droite parallèle à GX et passant 
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par le poiiit F de CY situé à la distance CF = — 6. L'ortho- 
ceotre H se trouve donc sur la parallèle à GX menée par le 
point 0. 

6® Le coefficient d'inclinaison m, des asymptotes à Thyperbole 
équilatère (H), est donné par l'équation: 

(6 — ow)' — (a + 6m)* = o, 
et les asymptotes sont représentées par les équations 

/i\ b — a b 

a -h 2 

.D'autre part, les axes des paraboles (U) et (V) ont pour 
équations : 

(3) bx '- ay =:^ ab, 

(4) by -^ ax = — 6*. . 
L'élimination de a, entre les équations (1) et (3), ou (2) et (4) 

donne : 

(5) 2(x^ 4- t/«) + 3by r- 6a? -H 6» = o. 
L'élimination de a entre les équations (1) et (4), ou (2) et (3) 

donne : 

(6) 2{x^ -h y*) -h 3by -f- 6ic + 6* = o. 

* or t 

Les cercles (S), (6) ont pour centres y= , a; = db -. Ils 

4 4 

ne rencontrent pas l'axe des x, et ils passent par les points 

y = , j/ = — 6 situés sur l'axe des y, c'estrà-dire par le 

point milieu de OC et par le point 0. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Etienne Pascot, lycée de Mont- 
pellier; Leinekugel, lycée Gharlemagne. 



QUESTION 212 

SolatioB par M. J. LHiBRARD, élève au Lycée de Montpellier. 



Soit AjA^AjA^ un quadrilatère normal inscrit à une ellipse V; 
c'est-à-dire^ un quadrilatère tel que les normales en ces points 
soient concourantes. Les tangentes à T, en ces mêmes points, ren- 



• •^ '^ 
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earUrent la tangente à Vune des extrémités A da grand axe Ak.' 
en quatre points Bfi^BJB^; démontrer que Von a : 

ABi.ABj.ABj.AB^ = - 6*, 
et S.ABi.AB, = o. (G.L.) 

L'équation de la tangente à l'ellipse au point A< 

(a cos <fiy b sin cp»), 

est : 

X cos cp< y sin (pi 

-^ + ^ r— !- —1=0. 

a 6 

L'ordonnée de son p<»nt de rencontre avec la tangente au 

point A est : 

6(.-C0.y.)^ y, 

Sin (pi 3 

On doit donc démontrer que Ton a : 

(1) tg^.tg^.tg5^.tgL»=_ , 

et 

Pour cela, exprimons que la normale au point A» passe en 
un point fixe (a^p) ; nous avons : 

c* sin 9»- cos <fi — aa sin Çi + bp cos Çi = o, 
ou bien : 

De cette équation on tire, immédiatement, les relations (1) 
et (2). 

Nota. — Autres solutions par MM. Georges Athenosy, école Sainte- 
Geneviève; Ignacio Beyens, capitaine du Génie à Cadix; L. Delbourjç, 
à Agen; Abeiin, Lycée d' Angoulême ; Troille, lycée do Grenoble. 



QUESTION 213 

Solution par M. L. Delbourg. 



On considère deuœ paraboles P, P' qui^ ayant même sommet 0, 
se coupent orthogonalement en ce point. Autour du point on fait 
tourner deux droites rectangulaires. On obtient ainsi : sur P, deux 
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points a et b, sur P', deux autres points a' et b'. Si Ponprend trois 
des quatre points a, b, a% b' pour former un triangle, le quatrième 
est V orthocentre de ce triangle (*). (Beaurepaire.) 

Ce théorème sera démontré si nous prouvons que ab et a'b' 
sont perpendiculaires. 

Prenons pour axes les tangentes au point 0; les paraboles 
P, P' ont, respectivement, pour équations: 

y* — 2px = o 
ac* — 2p'y = o. 

Un faisceau de droites rectangulaires, issues de l'origine, 
sera représenté par 

(1) y* + 2Xaîy — ac* = o. 

Une conique quelconque passant par les points d'iotersec- 
tioi^de P et du faisceau (i) aura une équation de la forme 

(y* -4- 2lxy — aj') — k{y* — 2px) = o. 

Si nous écrivons que cette conique est formée de deux 
droites dont Tune est Taxe des ordonnées, nous trouvons, pour 
réquation de ai : 

2'ky — as -H 2/) = o. 

En opérant de même avec P', on trouverait pour l'équa- 
tion de a'6' : 

y -4- 2Xx — 2p' = o. 

Les deux droites ab, a'V sont rectangulaires et la propriété 
en question se trouve établie. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Lhébrard, lycée de Montpellier; 
Favery, lycée de Montpellier; Leinekugel, lycée Charlemagne; Troille, 
lycée de Grenoble. 



(*) En termes plus courts, les quatre points forment un groupe ortko- 
centrique. Si quatre points A, B, G, D, situés dans un plan, sont tels que 
un des points envisagés, A par exemple, est Torthocentre du triangle BGD; 
cette propriété pour des raisons évidentes s^appliqae aux quatre points, 
successivement considérés. Pour rappeler ce fait on peut dire que les 
points A, B, G, D forment un groupe orthocentrique, (G. L,) 
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QUESTIONS PROPOSEES 



292. — Soit un triangle de référence ABC dans lequel un 
point M est défini par les tangentes de ses angles surlatéraux 
SB , ^, Z (/. S. p. 95). On demande d'indiquer la situation 
de M par rapport à ABC. 1° Les signes des coordonnées bary- 
centriques a, p, y décident si AM, . . . coupent intérieurement 
ABC. Prouver que, pour AM, il faut et il suffit que les deux 
différences 9i/^ — B, ^^ — G soient de même signe; 9B^, ^^, 
^^ étant les angles positifs qui admettraient les tangentes 
données. 2® Si l'on trouve ainsi que AM coupe intérieurement 
ABC et que M est extérieur, on peut recourir à 9X^ + %^ (*) 
pour décider entre les deiix régions oh M peut se trouver. 

3° Application. — Si, l'on définit V, et W,, premier et second 
centres isogones, par la condition que les tangentes des anerles 
9S, %, 2> égalenl toutes lang 1 20°, pour Vj, ou toutes tang 60®, 
pour Wj-, V, est extérieur à ABC, pour A > 120®, et situé 
dans l'angle, opposé par le sommet A. Il répond alors aux 
angles — 6o% — 60*^, 120^ Wj est toujours extérieur à ABC, 
mais pas toujours extérieur au cercle ABC. Si A est le seul 
angle > 6o^ ou le seul < 60®, W, est situé dans A. — Cas 
du triangle équilatéral. (A. Poulain,) 

(*) Si, au contraire, on veut traiter 2» à l'aide de a, ^, y, il faut établir 
la proposition suivante (par une considération relative aux aires a, p, y) • 
si ^ et y sont de signes contraires à a et ramenés à étrepositifs, la condition néces- 
saire et suffisante pour que M soit situé dans Vangle opposé par le sommet à 
A est que a + ^ + y < o. Mais on aboutit ainsi à des calculs très com- 
pliqués dans le problème actuel. 



Le Directeur-gérant, 
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SUR LA MULTIPLICATION DES DÉTERMINANTS 



Par M. A. TiaaoU 



Voici une démonstration, bien simple, du théorème connu, 
relatif à la multiplication de deux déterminants de même 
ordre. 



Soient les déterminants 






U = 


abc 
a' bf & 
a' b' c" 


, V = 


m n f 
m' n' p 
m' n' p' 



Considérons les équations linéaires et homogènes : 

Iax -¥ by -^^cz = o, 
a'û5 4- b'y 4- &z = o, 
a'œ H- b'y h- c'z = o, 

dans chacune desquelles les coefficients des inconnues sont 
les éléments de l'une des lignes de U. Toutes les. fois que Ton 
aura U = o, ces équations seront vérifiées par des valeurs 
non toutes nulles de x, y, z, lesquelles satisfont aux équations 

!amx H- bmy ■+• cmz = o, 
aWx 4- 6'm'y h- c'm'z = o, 
a'ml'x -h fm'y -h cm'z = o, 

dont les premiers membres sont ceux des équations (1), multi- 
pliés respectivement par les éléments de la première colonne 
de y. En outre^ les mêmes valeurs vérifieront encore les 
équations 

I(am-i-a'm'H-a'w')aî-+-(6m+6'm'4- 6'm')y-h(cm-t-c'm'-i-c'i»')j»=o, 
(an4^VH-a'n')aj4-(6n+6V+6V)y+((m-f-cV-hcV)«=o, 
(ap+ayH-ay)aî+(6p-Hyp'+6'>'')y4-(cp-Hc'p'+c'p>=o. 
En eflTet, la première résulte des équations (2), ajoutées 
membre à membre, et les autres ont été déduites, comme 
celles-ci, des équations (1); à cela près que les multiplicateurs 
employés, au lieu d'être les éléments de la première colonne 
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de y, sont ceux des autres colonnes, pris successivement. 
Le système (3) admet donc des solutions qui ne sont pas toutes 
nulles. Par suite» le déterminant de ses coefficients, 

am + a' m' -f- a" m" bm ■+■ Vm' -h b"m'' cm + dm' + c^w" 
P = an-^ dri 4- a'*n\ bn + èV + bV en + cV + cV 
ap •+• ay + a''p'' bp + by h- 6"p" cp + cy + cy 

est nul. 

Or, ce déterminant n'est pas modifié lorsqu'on y remplace 
chaque élément de U par l'élément correspondant de V, et réci- 
proquement; car la substitution n'a d'autre effet que de pro- 
duire un échange entre les lignes et les colonnes. Pour V= o, 
ou aura donc encore P = o. 

Ainsi, P s'annule en même temps que U, quel que soit V, et 
en même temps que V, quel que sôit U ; par conséquent, il est 
de la forme XUV, le facteur X étant d'ailleurs numérique, 
puisque P et UV sont homogènes, et de même degré par rap- 
port aux éléments de U et de V. Mais le produit amb'n'(!p\ du 
terme principal de U par le terme principal de V se trouve 
dans P, et ne s'y réduit avec aucun autre; on a donc X = i, 
d'oh P = UV. 

Remarque. — Ayant ainsi démontré d'abord la deuxième 
partie du théorème de Binet et de Gauchy, il suffit, pour en 
déduire la jjremière, d'appliquer la formule précédente au 
produit de deux déterminants dans lesquels les éléments d'une 
ou de plusieurs lignes se trouvent remplacés par des zéros. 
On aura alors évidemment P = o. 

Quant à la troisième partie du même théorème, on vérifiera 
régalité qu'elle exprime, en formant, d'après la règle ci-dessus, 
les produits de déterminants qui figurent dans le second 
membre, développant ensuite les déterminants ainsi obtenus,- 
et celui du premier membre, en déterminants à éléments 
monômes, enfin, supprimant, parmi ces derniers, ceux qui 
sont nuls comme renfermant des colonnes à éléments propor- 
tionnels. 
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SUR LES MOYENNES LIMITES DE DEUK NOMBRES 

Par M. M, d'Oeafiie, 



Nous pensons qu'il ne sera pas sans intérêt pour les lecteurs 
du Journal, à propos de la question 208, pour laquelle M. Pla- 
menewsky a donné de si curieux développements (Journal^ 
p. 179), de prendre connaissance de certains résultats que 
nous ayons publiés il y a quelques années dans le Jomal de 
Sciencias mathematicas (1886). 

Étant donnés deux nombres a et 6, insérons entre eux un 
certain nombre de termes d'une progression soit arithmétique, 
soit géométrique, soit harmonique. Prenons les moyennes 
arithmétique, géométrique, harm^onique des termes de chacune de 
ces progressions. Lorsque nous faisons croître le nombre des 
termes indéfiniment, ces moyennes tendent vers des limites 
que nous appelons moyennes limites des nombres a et 6 et que 
nous représentons, respectivement, par : 

TK{a, b), GÂ(a, b), HA(a,6); 
AG(a, 6), GG(a, b), HG(a, b) ; 
AH(a, b), GH(a, b), HH(a, b). 
Ces notations s'expliquent d'elles-mêmes. Ainsi, la moyenne 



AG(a, 6) est la limite de la moyenne arithmétique des termes 
d'une progression géométrique dont a et 6 sont les extrêmes, 
lorsque le nombre des termes de cette progression croit indé- 
finiment, . . . 

Quant aux symboles AA, GG, HH, ils représentent, respec- 
tivement, les moyennes arithmétique, géométrique et harmo- 
nique des nombres a et b. 

M. Cesdro, dans une série de remarques fort intéressantes, 
publiées à la suite de notre article, a généralisé comme suit 
l'idée de moyenne limite. 

Soient (en posant a = a?i, 6 = Xn) x^, a?,, a?,, ... «« une 
suite de n nombres tels que la suite ^{x^, V(ir,), V(x,), . . . 
V(a?n) forme une progression arithmétique. Si nous posons 
n(p(X„) = <p(a?i) ■+• <p(aî,) 4- . . . + (p(ac») 



119 



196 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

et que nous fassions croître n indéfiniment, la limite X, de X, 
sera dite une moyenne limite des nombres a = œ^^ b = Xn> 
Si l'on fait correspondre 

la lettre A, à la fonction x; 

— G, — logaî; 

- H. - i; 

X 

on retrouve les moyennes limités définies tout à Theure, et 
que nous avons calculées directement dans notre première 
Note. 

Il est très facile de déterminer X dans le cas général. 

En effet, si nous posons 

W{x,) - V(a) = V(ac,) - W{x,) = . . . = V(6) - W{Xn.i) 

_ W(b) - W(a) __ ^ 

"" n - I "■ ^' 
BOUS pouvons écrire 

6y(a) + e(p(a?2) + . . . -H ey(agn-i) ^ y(6) 

©( A„) = ' r H 

^^ ' (n — 1)6 n— I 

i-fv-1 



2 [vix^^i) - V(aJ0]?(«i) + ;^ 



Pour passer à la limite, on peut substituer à l'accroissement 

yp{Xi^i) - ^(Xi) delà fonction V(a;) sa différentielle ¥'(xj(to<. 

o(b) 
Comme d'ailleurs le terme tend vers zéro, on voit que, 

n — I ^ 

à la limite, on a 

formule indirectement obtenue par M. Gesâro. 

Voici les valeurs que donne cette formule pour nos six 
moyennes limites : 

— I /b\b^ 

tp=logaj, W = x, X = GA(a,6) = -.(^-j ; 

ç=:i, iF = a?, X = gl(a, 6) = , ^ " f ; 

^ x logé — loga' 

,^œ, V=log«,X = ÂG(a.6) = j3^i=^; 
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, = i. >F=loga., X = HG(«, b) = «6 121*.^; 

i 
9 = logo?, V = i, X = GH(a, 6) = e(^')'^- 

De ce tableau on conclut 

ab ab 



HA(a, 6) = AG(a, 6) = 



HG(a, 6) AH(a, 6) 

et GA(a, 6).GH(a, 6) = oô, 

égalités qui constituent de curieux théorèmes. 
On voit encore que 

e = 2.GH(i, 2), 

égalité qui conduit à une nouvelle définition de la transcen- 
dante e. 

Si Ton permute le rôle des fonctions ^ et ^et qu'on appelle X 
la nouvelle moyenne obtenue, on a, d'après (1), 

D'ailleurs, la formule de l'intégration par parties donne 
f\(x)W\œ)dœ + f ^{x)<f\x)dx = (p(6)V(6) - <^{a)W{a). 

Ja Ja 

Par conséquent 
<f(X)[V(b) - yp(a)] - VÇi'Mb) - 9(0)] = f{b)V(b) - <f{a)V(a) 

Cette formule, également remarquée par M. Gesâro, permet, 
lorsqu'on veut, par exemple, calculer GA(a, 6), d'obtenir 
AG(a, b)y sans avoir à effectuer de nouvelle intégration. 

Si Ton pose <p{a?) = x^ V(cc) = y/a?, 

et qu'on prenne a = o, 6 = i, on voit quo la moyenne limite X, 

correspondante, est le carré de la limite L que la question 208 

proposait de rechercher. Or, avec cette forme des fonctions 9 

et V, la formule (1) donne 

s 3 

,== . 262- a"5 



v/x = . 



3 6~a 
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Puisque la limite cherchée L est égale à y^X, pour a = o, 
6 = I , on a 

L = |. 

comme Tindiquait Ténoacé de la question citée. 



EXERCICE ECRIT 



35. — Lieu des foyers des ellipses de forme invariable qui 
se meuvent en restant inscrites à un angle droit donné. 

Ce lieu est une sextique. On propose de trouver son équation 
par une voie purement analytique et de vérifier le résultat 
obtenu en retrouvant celui-ci, ail moyen de certaines consi- 
dérations géométriques. 

Note sur V exercice 34 : 

Soient a?!, Vi les coordonnées de A ; Xo, i/o celles du point M, d'où 
partent les normales considérées. En posant OA' = u, on a 

(1) u=zxi -t-p. 

On sait que les abscisses des points A, B, G sont les racines de Téqua- 
tion 

(2) x{x-hp-x,)^ = ?^. 
Les relations (1), (2) donnent 

(3) u* — u»(2aJo + P) + wa?o(a?o H- ^P) — p( a?»* 4- — ) = o, 

La condition OA' = B'C, donne u, = m, 4- u» ; u, , w», «3 désignant les 
racines de (3). On a donc 
(A) 2w, = tt, H- M» -4- M3 = 2*0 4- p. 

Finalement, le lieu décrit par M est la parabole représentée par 
réquation 

(4) '^ = f(*-f> 

2* Pour démontrer que M est le milieu de GC, il sufiSt d'observer que, 
d'après (A), 

2(rc,-4-p) = 2a?,-f-p 
ou 

(5) ar. - a;, = 2 

La projection de GG', sur Taxe ox^ étant égale à p, on voit, par cette 
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égalité, que la projection de M, sur cet axe, se fait au milieu de la sous- 
normale. Ainsi M est le milieu de GG'. 
3* Le lieu du pôle M' de AB est la corde focale principale. 

En effet, Téquation (2), débarrassée de la racine x^^ x^ ^ -, donne, 

2 

pour déterminer les abscisses des points A, B, Téquation 

(6) a^ - x{x, — ^\ -h ?.* =0. 

Soient x', ^ les coordonnées de M'; les abscisses des points A, B sont 
les racines de 

(7) aJ» -H 2x(x' — 1^\ -h oT» = o. 



En identifiant (6) et (7), on a 

\fi) — — a/A ^ 20? • 

2 P 

Mais an sait (Formules du pôle normal) que 

2t/'» 

(9) œ<> 4- oj' = p -h -^. 
En ajoutant (8) et (9), on a 

a? ■= — • 

2 

Le lieu cherché est donc la corde focale principale. 
4* Soient Xi, Y^, les coordonnées du point A'', second point de ren- 
contre de la normale MA avec la parabole. 
On trouve facilement 

(10) Y,y, 4- 1/.* + 2p» = 0. 
D'ailleurs, on sait que 

(11) Vx* -f- 2pî/i(p — aîo) — 2p«î/« = G. 

Éliminant' y^ entre (10) et (11), on trouve que les ordonnées Yj, Y„ Y3 
des points A'', B^', G'' sont les racines de Téquation 

(12) y^Yi» + 2p(p — a?o)Yi» — 2py,(2p + x^)Y^ + ip^{y^^ + 2a?«*) = o. 
Soient Ç, t\ les coordonnées du point G centre de gravité de A'^B'^G''. 

Ona 3, = Y,-f-Y, + Y3= ^P^^-^^^ 

D'ailleurs, 3Ç = X, -t- Xj + X3 = ~ (Y,« + Y,» -h Y3»). 

2p 

D'autre part , (12) donne 
Y,'+Y,»+Y,«=(Y,+Y,+Y,)>-2(Y.Y,4-Y.Y,+Y,Y,) =4p ' ■ '^ ^ • 
Finalement, en posant d'après la relation (4), 

2a?o — p 2y, «' 

3X 3«* + ««-+- 2 3Y t» — I 

on trouve — = , — = 2 — ; — . 

p ^ P t 

Le lieu est une quartique unicursale, formée de deux branches para- 
boliques se coupant sur l'axe ox, au point dont la distance au sommet 
est égale à 2p. 
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CONCOURS D'AGRÉGATION (1889) 

Solution, par M. G. Lkinbkugbl, élève au Lycée Gharlema^^e. 



On considère un cône du second degré G et deux quadriques A, 
A' inscrites au cône G. On considère les qucuiriques S inscrites au 
cône et tangentes en a, a', à A, A". 

y® La droite a, a' passe par un point fixe. 

2^ Lieu de la droite dHntersection des plans tangents de S, en a, a,\ 

3® Le lieu du pôle d'un plan fixe, par rapport aux surfaces S 
se compose de deux quadriques bitangentes. 

4® Trouver le lieu des points de contact de ces quadriques lorsque 
le plan se déplace en restant parallèle à un plan tangent au cône G. 

I. (*) — Considérons les équations suivantes en coordonnées 

(*) On peut donner, des deux premières questions , une solution géo- 
métrique, basée sur la propriété suivante : 

Si Ton considère trois coniques (a), (a') et {s) bitangentes k une môme 
conique (c) , [s) étant de plus tangente à (a) et à (a') respectivement en a, 
a'; la droite aa' passe par Tun des ombilics des coniques (a), (a')] et les 
tangentes en a, a^'à (s) se coupent en Tun dos axes de symptose de (a), (a'), 
(Ghasles, Traité des sections coniqtieSj p. 356.) 

Soit donc une quadrique (S) inscrite à une quadrique (G) et tan- 
gente, en a, a', aux quadriques (A), (A') inscrites à (G) Par la droite aa' 
faisons passer un plan quelconque P : il coupoles quadriques (G), (A), (A') 
et (S) suivant les coniques (c), (a), (a') et (s); les trois dernières sont 
bitangentes à la première et {s) est tangente à [a) (a') en a, a'. D'après la 
propriété énoncée, les tangentes en a, a' & (s) se coupent en G sur Tun des 
axes desymptose AB de (a), {a'). Si nous faisons tourner le point P autour 
de aa', la droite AB engendre Vun des deux plans des courbes planes 
communes aux quadriques (A), (Â') ; et le point G, qui reste constamment 
dans ce plan, décrit la droite dUntersection des deux plans tangents en a, 
a à (S). D^où l'on déduit: 

Ëtant données deux quadriques (A), (A') inscrites aune quadrique (G); . 
on considère les quadriques (S) inscrites à (G) et tangentes en a, a 
à (A) (A'); la droite d'intersection de deux plans tangents à (S) en a, a' 
se trouve constamment dans Tun des doux plans des courbes planes 
communes à (A) (A'). 

En transformant^ par polaires réciproques, la propriété précédente, et en 
remarquant qu'aux deux courbes planes correspondent les sommets des 
deux cônes du second ordre circonscrits aux quadriques transformées 
de (A) (A'), on obtient le théorème suivant : 
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ponctuelles des quadriques (A), (A') et (S) ayant une courbe 
plane commune G définie par les équations 

(C) p_^' (A') G + A,P=o, 

^ ~ ' (S) G+SP = o. 

Si nous exprimons que S est tangente en a, a' à (A), (A'), c'est 
à-dire que les plans représentés par 

m ( Ai - s = o, 

^^^ I A, - S = o, 

coupent les quadriques (A), (A') suivant deux droites, deux 
des quatre paramètres de (S) sont déterminés. Pour trouver 
le lieu de la droite aa', intersection des plans tangents repré- 
sentés par les égalités (1) nous aurons à éliminer les quatre 
paramètres entre les deux premières relations et les équa- 
tions (1). L'élimination est faite, immédiatement, en retran- 
chant ces deux équations et Ton a 

Al — Aj = o, 
égalité qui démontre le théorème I ; et, en transformant la pre- 
mière partie, que la droite aa"" passe par le sommet di> second 
cône (G') circonscrit aux quadriques (A), (A') inscrites au 
cône (G). 

II. — Gonsidérons les quadriques (G), (A), (A') et (S) ayant 
pour équations 

(G) G = o, 

Étant données d ux quadriques (A), (A'), inscrites à une quadrique(C),on 
considère les quadriques (S) inscrites à (G) et tangentes en a, a' à (A), (A') 
la droite qui joint ces points passe par Vun des sommets des deux cônes du 
second ordre ^ circonscrits à (A), (A'). 

En considérant le cas particulier où la quadrique (B) est un cône, on a 
les solutions des deux premières parties. 

Les propriétés corrélatives qui s^en déduisent sont les suivantes. 

Théorème 1. — On considère trois quadriques (k) y {A!) et (S) passant par une 
courbe plane commune G, (S) étant déplus tangente à (A), (A'), en a, a; la 
droite OLOL est située dans le plan de la seconde courbe plane commune à (A), (A'). 

Théorème II. — On considère trois quadriques (A), (A') et {S) passant par une 
courbe plane commune, (S) étant déplus tangente à (A), (A') en a, a'; la droite 
d'intersection des plans tangents à {S) a, a c'est-à-dire des plans des secondes 
courbes planes communes à (A) et (S), à (A') et (S); passe par Vun des sommets 
des canes circonscrits à (A) (A'). 

JOUR.NaL DB math. SHÉC. — l'^JO. 9. 
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{k) G - AJ = o, 

(AO - A| = o, 

(S) G - S» = o, 

S étant de la forme 

S = ux -h vy -h wz -\- t = o. 
Si nous exprimons que Tun dos plans (A^ — S)(At + S) = o 
est tangent à A, soit par exemple 

A^ — S = o, 
nous obtiendrons une relation entre les quatre paramètres 
de (S). De même, si nous exprimons que Tun des plans 
(A, - S)(A, + S) = o, soit A, - S = o, 

est tangent à (A'), nous aurons une seconde relation. Le lieu 
de la droite aa' s'obtiendra par Télimination de u, v, w et t 
entre les deux relations obtenues et les équations 

Aj — S = o, 

Aj ~ S = o, 

qui définissent celle droite. Ce lieu est le plan représenté par 

Aj — A, = o. L'autre combinaison donnerait le second plan 

Al + Aj = o, commun à (A) (A'). 

III. — Cherchons le lieu du pôle d'un plan fixe P, par rap- 
port à ces quadriques (S). 

G = aa:« -f- ay + a"^* = o, 

k^ = v,^x-{-Viy + w^z-\-t^ = Oy G-A2=o, (Aj) 

A, = w,x H- v^y + w^z + ^j = o, G— A|=o, (A') 

S = ux-hvy -hwz -h t = o, G— S*=o. (S) 

P = Ao? + By + Gz -h I =0. 
Exprimons que le plan A^ — S = o est tangent à (A). Soient 
^0» yo» ^0 l®s coordonnées du point de contact, on a 

(1) Go - Af,o = o, 

l'identification du plan A^ — S = (w — u^)x + (v — Vj)y 
-h (t^ — Wi)z -h t — ti = or avec le plan langent à (A) au 
point a(a?o, y^, Zq) donne les relations : 

u — U^ V — Vi w — w^ t — t^ ^ 

desquelles on déduit 
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ûfflJo = Ko ^ __ ^ ' 

En subslituant ces valeurs dans la relation (1) on obtient 
comme relation de condition 

On aura de même 

(i u a 

en exprimant que le plan A, — S = o est tangent à (A'). 

Les coordonnées (x, j/, z) du pôle du plan P par rapport 
à (S) sont définies par les équations:, 

ax — uS _ a'y — vS _ az — toS _^ 

OÙ oa; = S(w — fA), 

o'y = S(t; - /B), 
a'^ = Sfw; - ^G). 

En multipliant ces trois équations par x, j/, jset en ajoutant 

il vient : 

(2) G = S{S - tV). 

En remplaçant Uy v, w dans les deux relations de condition 
par leur valeurs, tirées des équations précédentes, on obtient, 
après développement : 

a a , a j 

- 2«,[| (A^ - <.P) - l] + <î (^ - i) = o. 

/•[i («. - <,A)' + i-, (u. - <,B)' + i (w. - ^G)' - i] 

- 2«,[i (A, - *,P) - , j + /i (^ - ij = o. 

De l'équation ('2), on déduit : 

G P 



(3) 
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Les équations (3) deviennent alors, si E^, K, désignent les 
coefficients de <■ ; 

( K,/S + 2^,S + t,[l?t, - 2AJ = o, 

^ ' \ K,/S + 2/,S + ^,[P^. - 2A J = o. 

Il reste donc, pour trouver le lieu du pôle, à éliminer les 
deux paramètres S, (St) entre les trois équations (2) et (3'). 
Gomme les deux dernières sont linéaires par rapport à ces 
paramètres, Télimination est immédiate, et donne pour 
résultat : 

(S) [V{K,tl - K,^) - 2(A,/,K, - A,^K,)]« 

= 4(K,^ - K,t,){?tM2{A, - A,) - P(^, - 1^)] + G(K,«, - K,^,)j . 

Si nous exprimions que le plan A^ + S = o est tangent 
à (A), nous aurions comme résultat celui qui se déduit du 
premier résultat obtenu, en changeant de signe w, v, w, t, et 
comme équations analogues à (3'), les deux suivantes : 

( K,^S - 2^,S + t,(Pt, - 2A,) = o, 

^ ^ I K^tS + 2^,S 4- /,(P^ - 2A,) = o, 

qui, avec (2), donnent pour lieu la quadrique (S') 

(SO [P(K,/i - K,tl) - 2{k,t,K, - A,t,K,)y 

= 4(K,t, + K,/0|P^ia2(A, + AJ - P(^ + 1,)] + C{K,t, + K.(,)| , 

les autres combinaisons de plan donnent les mêmes quadriqaes. 
Ces deux quadriques (S), (S') sont inscrites à deux qua- 
driques c, g bitangentes, le long d'une de leurs courbes 
planes; en effet ces deux quadriques a, <r' ont deux courbes 
planes communes situées dans les plans : 

P = o et P(Ki/i - Kfi) - 2(A,^,Ki - A,^iK,) = o, 

le second plan étant le plan de contact de (S) avec (a), et de 
(S') avec (d'). Il en résulte que les deux quadriques (S), (S') 
sont bi-tangentes et que la droite qui joint les points de con- 
tact est déterminée par les deux plans précédents ou par les 
deux suivants : 

P = o, 
Aj^jEj = Ai^iKj = o. 

IV. — Si le plan P reste parallèle à un plan tangent au 
cône, son é |uation est de la forme 

axxo + a'yy^ + a"z«o + X = o, [Co = o] 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 205 

on a donc A =^^^> 



./- 



B = ::^, 



ay 



G=. 



a^z. 



X 

Le lieu de la droite précédente s'obtient par l'élimination 
de X entre les deux équations : 

oasTo H- a'yyo + «"-^«o + X = o, 

L« a a J La a' a'^ J 

ce qui donne le paraboloïde hyperbolique admettant, pour l'un 
de ses plans directeurs, le plan tangent 

axxo'+ a'yj/o + (i"^«o = o, 
et pour l'une de ses génératrices la droite A^ = o, A, = 9. 
Son équation est 

Le lieu des points de contact des quadriques (2), (S^ ^^t 
donc, dans ce cas, la courbe d'intersection du cône et du para- 
boloïde précédent. Si, en particulier, les plans A^, A, se cou- 
paieût suivant une droite parallèle à la génératrice du cône 

^0 Vo 5^0 
le lieu se composerait de cette droite et d'une conique. Le 
paraboloïde se réduit dans ce cas à ses deux plans directeurs. 

Remarquons que, de la troisième partie, il résulte comme cas 
particulier que : 

1® Le lieu des centres des quadriques (S) inscrites à un 
cône (G) et tangentes à deux quadriques (A), (A') inscrites à 
(G) se compose de deux quadriques bi-tangentes. 

^ L'enveloppe des plans polaires d'un point fixe, par rapport 
aux quadriques (S) inscrites à un cône (G) tangentes à deux 
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quadriques (A), (A') inscrites à (G), se compose de deux qua- 
driques bi- tangentes, (S), (S'). 

Quand le point fixe se déplace sur une droite, la droite qui 
joint les points de contact des quadriques (S), (S') engendre 
une quadrique. 

3® L'enveloppe des plans diamétraux conjugués d'une 
direction, dans les quadriques (S), se compose de deux qua- 
driques. ' . 



QUESTION 216 

iiolation par G. Leinekugel, élève au lycée Gharlemagne. 



Étant donnée une ellipse r, on peut adjoindre à tout point f du 
segment FF' des foyers, une droite d, extérieure au plan de la courbe 
et parallèle au petit axe, telle qu'il existe un rapport constant 
entre les distances d'un point quelconque de l'ellipse au point ïet à 
la droite d. La droite d engendre un cylindre dont la section 
droite est une courbe semblable à une ellipse donnée. 

Trouver le théorème analogue pour l'hyperbole et le parabole. 

Prenons pour axes des x et des y les axes de F et pour axe 
des z la perpendiculaire au plan de Tellipse menée par le 
centre. Soient a, p, v les coordonnées d'un point de l'ellipse et 
l'abscisse de f. On a la relation 

(g - y)' + P' ^ 
^^ X« + (,x-«)« ''' . 

en représentant par ^ = X, a? = (x, les équations de la droite 
d, La relation doit avoir lieu pour tout point (a, p) de l'ellipse; 
a donc 

Entre (1) et (2j éliminons p*; puis, ordonnons par rapport à a. 
Il vient 

a«(c« + a**») - 2aa*(v - (jlA;*) + a«(v* + 6») - R» (X» -h fx«) = o. 
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Cette relation devant être vérifiée quel que soit a, on en tire 

R* = -,, V = [aR», v« + 6» = R«(A« + u.«). 
L'élimination de X, (x, v donne Téquation du lieu 



aî« 




s* 




c« 


— 


+ 


— 


^^^ 


— 


a» 




6« 




à" 



La surface correspondante est un cylindre elliptique ; ses 
génératrices sont parallèles au petit axe deTellipse, et sa sec- 
tion droite, dans le plan de zx, est une courbe semblable à 
l'ellipse donnée. 

Le résultat, dans le cas de Thyperbole, B'obtient en chan- 
geant 6* en — 6*. 

Enfin, dans le cas de la parabole, on remplace, dans (1), 
P* par 2pa et, en suivant la même marche, on trouve 

x^ -»- ^« = (a? + p)*. 

La parabole qui correspond à cette équation et qui représente 
la section droite du cylindre cherché, admet l'origine comme 
foyer. 

La directrice est la droite qui correspond à l'équation 

X -\- p = o. 

Nota. — Solution analogue par M. Delbourg, à Agen. 



QUESTION 218 

Solution par M. D. Cotoné. 



On considère une strophoïde oblique S ayant pour point double 
le point 0. Les tangentes en ont, pour bissectrices des angles 
qu'elles forment, deux droites A, A' qui rencontrent S respective- 
ment aux points P et P'. 

Démontrer les propriétés suivantes : /® La projection de 0, sur 
PP', est un point Q situé sur S ; 2<* le point Q\ isotomique de Q sur 
PP', appartient à V asymptote réelle de S; 3^ cette asymptote est 
parallèle à la droite qui joint au milieu de PP'. 4° Si, du point 
comme centre, avec un rayon arbitraire, on décrit un cercle A, 
les tangentes issues des points P, P' à ce cercle ^ se coupent en 
quatre points situés sur S. (G. L.) 
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Prenons pour axes de coordonnées les droites D, IX. L'équa- 
tion de la strophoïde S est alors : 

(a;* + y^){mx + ny) 

H- ce' — t/« = o. 
Par suite 

0P= -— , 
m 

OF = -. 
n 

La droite PP' a 

pour équation : 

mX — 711/ H- I = o, 

^ l'équation de la per- 
pendiculaire abais- 
sée du point sur 
cette droite étant : 

lia? H- mj/ = G, 
le point Q a pour 

coordonnées 
m 




05 = — 



n 



elles vérifient l'é- 
quation (A). 
2« Pour démontrer que PQ = P'Q', il suffit de vérifier que 

proj. PQ = proj. P'Q'. 
Or 

(1) proj. PQ = absciss. P — absciss. Q —, î- -f- ^ 



m 



n'' 



n' 



D'ailleurs, Téquation de l'asymptote de la strophoïde étant : 



le point Q' a pour abscisse : 
(-2) a: = - 



mx + nv — -T = o. 



71^ 



m(m^ -h n*) 
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Les égalités (1), (2) établissent la propriété en question 
3** Le point C, milieu de PP', a pour coordonnées : 

_^ I __ I 

"" 2m' ^ ~ 2W 

ce qui prouve que OC est parallèle à l'asymptote réelle de la 
courbe. 

4« Soit X* -4- y« - R" = o, 

l'équation d'un des cercles considérés. L'équation d'une tan- 
gente à ce cercle est 

X cos 9 -h 1/ sin cp •— R = o, 
oh (f est déterminé par la condition que cette tangente passe 
au point P, ce qui donne 

(3) cos (p + mR = 0. 

De même, l'équation de la tangente passant par le point P' 

sera 

X cos a -f- 1/ siu a — R = G, 

avec la condition 

(4) sin a — nR = G. 

Ces tangentes se coupent au point dont les coordonnées sont : 

R(sin a — sin o) 

sm ((p — a) 

R(COS a -- cos 9) 
fi = — i — . 

sin (<p — a) 
Nous avons donc 

2R« 

05' -H ?/• = . , , r [i + wR cos a — wR siu ©1, 

mx -h ny = -, — ; : [n cos a h- m sin 9I, 

sm (9 — a) *■ ^•' 

2R» 

«« — oî' = . . , [R(m* — n') 4- m cos a -f- n sin ©1. 

^ sin* (9 — a) *■ ^ ^^ 

Par conséquent, l'équation (A) devient 

2R» 

. , , : [i + mR cos a — nR sin (p\(n cos a -4- m sin ©) 

sin* (9 — a) ^-"^ ^' 

2R» 

= . . , r [R(m* — n') h- m cos a -4- n sin 9]. 

sm* (9 — a) *■ ^ 

En simplifiant, on trouve 

R[mn cos* a — mn sin 9 -4- {mn* — n*) sin a cos 9] — cos (9 — a) 

[n cos 9 H- m sin a] = o, 
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expression identique, en vertu des relations (3) et (4). Ainsi, 
les tangentes menées des points P, P', aux cercles considérés 
dans l'énoncé, se coupent sur la strophoïde. 

Nota. — Nous avons reçu diverses solutions de cette question de 
MM. : Etienne Pascot, de Montpellier, Rézeau, conducteur des Ponts et 
Chaussées à La Roche-sur- Yon. M. Leinekugel, élève au Lycée Gharle- 
magne nous a communiqué une très élégante démonstration géométrique. 



QUESTION 223 

Solution par M. L. Rezkau, conducteur des Ponts et Chaussées, 

à La Roche-sur-Yon. 



On donne une ellipse E. On demande le lieu des centres des 
cercles qui coupent cette ellipse en des points tels que trois d'entre 
eux soient les sommets d'un triangle équilatéral. — Enveloppe de 
la droite qui joint le centre de l'un de ces cercles au quatrièmepoint 
d^intersection. — Lieu du milieu de cette droite. 

1*> Soient ; 

(E) 6W -h a«//* - a»6« = o, 

(G) JL* -h y* — 20LX — 2.py -h ^* = o, 

les équations représentant : la première, l'ellipse considérée, 
rapportée à ses axes principaux comme axes de coordonnées; 
l'autre, un cercle quelconque. 

L'équation aux abscisses des points d'intersection de l'ellipse 
et du cercle est : 
[aj«(a* - h^) - 2aHx + a»(A;* 4- ô»)]» -f- 4a*6*p«(.T* - a») = o. 

La somme des racines de cette équation est : 

4a'a 

ô»6» * 
Trois des points d'intersection étant les sommets d'un tri- 
angle équilatéral inscrit au cercle G dont le centre est (a, p), la 
somme des abscisses correspondantes sera 3a. On aura donc, 
P(^4» Vk) étant le quatrième point d'intersection, 

a^ — b^' * a- - 6» 
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En cherchant l'équation aux ordonnées des points d'inter- 
section et en faisant un raisonnement analogue, on trouverait : 

3p + y* - - ^Tziî' «'«'^ y* - - o' - 6' • 

Les coordonnées du point P doivent vérifier (E). On a donc : 
-,,. (o» + 36«)« , (3a» + 6«)' „ 

<^) ana' - 6')' °^' -" 6»(a' - 6')' P' - ' = °- 
Le lieu des centres des cercles G est, par conséquent, 
l'ellipse représentée par 

(a« 4- 36»)» . (3a» + 6»)» . 

o«(a» - 6»)» 6»(a» - 6»)» ^ 

2** L'équation de la droite GP est : 

y — p __ a? — a 

" p(3a« + b») ■" a(a' h- 36») ' 

^ "*" a» H- 6» * a» - 6» 

ou 

(2) f!?+*^ = a«-H6.. 

a P 

On obtient l'enveloppe des droites GP en éliminant a et p entre 
(1) (2) et l'équation obtenue en égalant le rapport des dérivées 
de (1) et de (2), prises successivement par rapport à a et à p. 

a*x dia^ 4- 36»)» 
On a donc 



ou 



Posons : 



t 




a» 


a^(a^ 


— 


6»)» 






6»y 


~ p(3a» 


+ 


6»)»' 






p« 


6»(a» 


— 


6»)» 


a*(3a» 


+ 


6»)«aj 


_ 6*(a» 


-h 


36«)»y 




a» 






p» 




a*(3a» 


+ 


6»)»a; 


6*(a» 


+ 


36»)»// 



a* p* I 

a = Xa[ax(3a» + 6»)»]^, p = X6[6j^(a» + 36»)»]^. 
L'équation (1) devient : 
r/_a^_x| / 6y \f1 ^ (a^ -~ 6»)» , 

L\3a» -*- 6»/ Va» + 36»/ J (3a» + 6»)»(a» + 36»)»' 
et l'équation (2) : 



2 JOURNAL DE lUTHÉMATIQUKS SPÉCIALES 

Eu éliminant X entre ces deux dernières équations, on trouve 

^ = 7 ; r- 

Cette valeur de X perlée dans l'une de ces deux équations, 
donne Téquation du lieu : 



/_ax_U / by \f ^ 
\3a« + 6V W + 36V 



a 
3 



CD 



laquelle peut se mettre sous la forme : 

Cette équation représente une développée de l'ellipse dont 
les axes sont : 

aja'' -4- 6')(a' + 36») 6(a« + 6')(3a' -t- 6«) 

^ (a» - 6*)» ' ^ (a* - 6*)« 

3° Soient x', t/' les coordonnées du point M, milieu de GP; 
on a 

d'où g ^ (-'r T P--^^^=-Ï2/'- 

a* 4- 6* *^ a» -f- 6* ^ 

En portant ces valeurs dans l'équation (1), on trouve : 

(a* 4- 36«)« ,, (3a* 4- 6«)* ,, 

a\a^ 4- 6«)« 6\a» 4- 6*)« ^ 

Ainsi, le lieu des points M est une ellipse dont les axes sont : 

(a» + 6*) , (a* 4- 6*) 

2a- -> 20 -' 

a* + 36» 3a« 4- 6« 

Nota. — Solutions analogues par MM. Clapier, de Montpellier ; Leino- 
kugel, élève au lycée Gharlemagne. 



QUESTION 224 

Solution par M. L. Delbourg, maître répétiteur à Âgen. 



Étant donnéSj dans un plan, deux droites et un point fixe, on 
fait tourner une droite autour de ce point. Trouver le lieu des 
pointa de contact, situés sur cette droite, des circonférences tan- 
gentes aux deux droites fijces données et à la droite mobile. 
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Prenons pour axes de coordonnées les bissectrices des angles 
formés par les deux droites fixes. Les circonférences ont leurs 
centres sur ces bissectrices ; nous ne considérerons que les 
circonférences qui ont leurs centres sur Tun des axes, Taxe des 
X par exemple ; les autres circonférences donnant un lieu tout 
à fait semblable. 

Soient le demi-angle des droites données et a Tabscisse du 
centre de Tune des circonférences. Celle-ci a pour équation 

{x — a)* -h y* ^ a* sin* 6. 

Une droite mobile autour du point fixe Pi(ap) a pour équation 
(1) y — Xa: — (p — Xa) = o. 

Elle sera tangente au cercle si l'on a 

^ ' I H- X* 

Le point de contact sera à l'intersection de la droite (1) et 
du rayon perpendiculaire à cette droite, lequel rayon a pour 
équation 

(3) y = - i (0? - a). 

L'élimination de X et a entre les équations (1), (2) et (3) 
donnera le lieu cherché. 
Les relations (1) et (3) donnent 

> y- P 

A = f 



a = 



0? — a 
X{x - a) H- y{y - p) 



X — a 
Substituons dans (i2) ; nous trouvons 

l(y - f)[^(« - a) + y{y - P)] 4- (x - a){px - aj/)}* 
= sin« b[{x - a)« + (j/ - py][x{x - a) + y{y - p)?. 

Transportons l'origine au point P. Les formules de trans- 
formation sont 

â? = X -I- a 

y = Y + p. 

Nous obtenons, après avoir simplifié, puis supprimé le fac- 
teur (X* 4- Y*j, commun aux deux membres : 

(4) (X« -h Y«)(Y -h p)« = sin« 6 [X(X + a) -f- Y(Y -h p)p. 
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Intersection avec les axes. — La courbe rencontre 

1® Taxe des y aux points donnés par 

y* (y -^ P)* <^08* ô = o; 
- ( j/* = 0, 

'''' Uy + ?)' = o, 

2^ Taxe des x aux points définis par 

p«X» = sin* ôX«(X 4- a)« 
X«=o 



sin 
Points doubles. — Le point donné P, le sommet de Tangle et le 

point 1 Y Z a sorties points doubles. Nous allons exami- 
ner s'ils sont réels ou imaginaires. 

1® P point donné. — Le faisceau de tangentes en ce point 
a pour équation 

(X« + Y»)p» = sin* ô(aY + pX)«. 
Il est réel si Ton a 

a»p« sin* e - p« cos« e(p* - a* sin» 6) > o 
ou a« sin* ô — p* cos* 6 > 

ou tg* 6 > -4 

a" 

Le point P est réel s'il est extérieur à l'angle considéré, 
imaginaire s'il est intérieur. Nous étudierons plus loin le cas 

particulier oîi tg» 6 = ~ • 

2<^ Sommet de Vangle. — Transportons l'origine en ce point, 
par les formules 

X = aî — a, T = i/ — p. 

L'équation de la courbe devient 

(5) [{X - a)* -h (y - my^ = siû* ^[x{x - a) + y{y - p)]*. 
Les tangentes, au sommet de l'angle, correspondent à 

l'équation 

(a* + p*)j/* = sin» 6(aaj + pj/)» 

Elles sont donc toujours réelles. 

3® Le troisième point est aussi un point double toujours 

réel. Dans le cas particulier où tg» ô = -~ 9 les tangentes en 
ce point sont rectangulaires. 
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Asymptotes. — La courbe admet deux asymptotes réelles : 
ce sont les droites fixes doonées. 

De ces remarques, on déduit facilement la forme affectée 
par la courbe dans Thypothëse a* Ig" 6 > p* et celle qui cor- 
respond à la seconde hypothèse a* tg" 6 < p«. Dans le cas oh 
a" tg* 6 = p*, on a une strophoïde oblique. 

Nota. — Solutionâ diverses par M. Giovanni Russo à Gatanzaro; H. Bro- 
card; Leinekugel, élève au lycée Gharlemagne. 



QUESTIONS PROPOSEES 



293. — Soit un triangle ABC. Désignons par A', B',C\ A'', 
B", G" les deux groupes d'angles latéraux (voir /. S. p. 9o), 
positifs ou négatifs, et numériquement plus petits que i80<*, 
formés par les côtés du triangle et les transversales angulaires 
d'un point M (*). Connaissant ces angles, prouver que les 
autres coordonnées sont données par les formules suivantes : 

«y Rin A 

z sm A 

I siP G' s'P B" _ , sin A' sia C _ 
^' " 8inC"sinB' ~ ^ siaA'sinO' ~ "' 

, 6(cotB^-cotB) _ , c(cot G' - cot G) _ 

^' * c(cot G' - cot G ~ ^ o(cot A'-cot A) ~ " " 

(*) On sait qu'il y a, entre ces angles, les relations équivalentes : 

(A) sin A' sin B' sin G' = sin A'^ sin B'' sin C", 

(B) (cot A' — cot A)(cot B' — cot B)(cot G' — cot G) 

~"sin A sin B sin G "~ S ' 
Elles permettent de calculer A', connaissant les deux angles du même 
groupe B^, G'. Pour (A), la démonstration la plus simple n'est pas celle de 
Grelle (/. B. 1890, p. 33), fondée sur le théorème de Géva, mais celle que 
M. Morel (J. E. 1883, p. 12] a donnée par les tripolaires (en les désignant 
par X, y, z), 

(**) Inversement, on tire de (1) la formule 

(G) cot A' = cot A + — ^ = cot A + -^, 

' s sm A 2 Sy 

qui fournit A' en fonction de a;, v» ^- BUe a été donnée par M. Boutin 
(/. E. ibdS, p. 280). On aurait les sinus et cosinus de A en passant parles 
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(4) a[cot (B' + G") + cot A] = p[cot (C -f- A'^) + cot B] 

= Y[cot (A' + B") + cot G]. 

? - <^Q^ ^ + <^Q^ ^' _ cot G^^ -4- cot A^ 
^ ' ' ' Y "" cot B + col A'' "■ cot B' + cot A" 

cot G - cot G'' 



(8) X = 



cot B - cot B' 
b sin G' 



sin (G' 4- A") 



(A. Poulain.) 



294. — On considère toutes les coniques passant par quatre 
points donnés, abstraction faite des systèmes de deux droites. 
Quelles senties droites dont chacune a ses pôles, par rapport 
à ces coniques, sur une même ligne droite? (A. Tissot.) 

295. — Sur un diamètre D d'une ellipse donnée on décrit une 
circonférence de cercle et Ton mène une tangente commune 
à ces deux courbes. Démontrer que la partie de cette tan- 
gente, comprise entre les points de contact, est égale à la pro- 
jection, sur D, du demi-diamètre qut lui est conjugué. 

(Mannheim.) 

tripolaires, comme dans la question :â82(6o). La formule (G) donne cot A", 
si Ton y échange p avec y et 6 avec c. De la forpaule (G), on déduit facile- 
lement Tangle A' que fait avec AB une droite quelconque 

to -h mg + ny = o. 
Gar en menant une parallèle, par A, on trouve 

cotA^ = cotA- . ; - 

et , de cette formule, on peut déduire, sous une forme nouvelle, Tangle A'— A'g 
de deux droites. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGEIAMPS. 
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LES COURBES ET LES SURFACES ÉPICYCLOIDALES 

Par M. UTéchniGoir, professeur au Gymnase de Troitzk. 



On sait que la courbe épicycloidale est engendrée par un point 
donné d'une circonféreoce qui rouie, sans glisser, sur une 
circonférence Ç\xq\ les plans de ces circonférences formant un 
angle constant. 

Désignons par a le rayon du cercle roulant G, par na le rayon 
du cercle fixe 0, et par a Tangle des plans de ces cercles. Rap- 
portons la courbe aux axes des coordonnées rectangulaires 
OX, OY, OZ, de sorte que le plan des XY coïncide avec le 
plan du cercle fixe. On peut délerminer chaque point de la 
courbe par la consiruction suivante. 

Prenons un point P sur la circonférence fixe^ et désignons 
par <p Tangle POX. Les coordonnées du point P sont 

na cos 9; na sin 9, o. 
Menons la droite PC ayant la longueur a et formant Tangle 
a avec le plan XY, Je sorte que sa projection PQ sur ce plan 
coïncide avec la droite OP. Par la droite PC, menons le plan 
faisant Tangle a avec le plan XY. Menons, sur ce plan, la droite 
CM égale à a, de façon que Tangle MCP soit égal à ncp ; M appar- 
tient à la courbe épicycloidale. Les coordonnées de ce point 

sont: 

!x = a\n cos 9 + ( i — cos nç) cos ç cos a 4- sinnçsin ç] 
y =r a[nsin(p-4-(i — cosn<p)sin(pcosa — sinnçcosç] 
j5 = a(i — cos n?) sin a. 
En posant dans ces équations a = 0, ou a = ic, on trouve 
les équations de Tépicycloïde ou de Thypocycloïde. En géné- 
ral, la courbe épicycloidale est formée d'une infinité de bran- 
ches égales entre elles, et les points ou ces branches se ter- 
minent sur le cercle fixe sont des points de rebrou ssement. 
Le nombre de branches devient limité quand n est un nombre 
rationnel. 

Les deux premières équations (1) donnent 

x" -H y" = a' sin' n^ H- a"|n + (i — cos 119) cos a}*. 

MURNAL Dl MATH. SPÉG. — 1890. 10 
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Cette équation, et la troisième des équations (1), donnent 

55* + j/« + (^ — cy = r, 
si l'on pose 

/cix û(^ -^ w <^os a) a / 

(2) c = -^ : 9 r = —i — V I +2ncosa+ n*. 

^ sin a sm a 

Ainsi la courbe épicycloïdale est située sur une sphère. 
Désignons par s la longueur d'un arc de cet le courbe (*). 

on a : ds = \/E d<p, 

dûs 

— = — a(n 4- cosa)(i — coswf ) sin(p + a(n-ncosa)sinn<pcos(p, 

^ = a{n -H cos a)(i — cos nep) cos <p 4- a( i 4- n cos a) sin n<p sin (p, 

dz 

.y^ z=z na sin a sm n©, 

a<p 

E = a*(n + cos a)*(i — cos n^y h- a'(i + n cos a)' sin» nç 

+ w»a* sin» a sin» wç, 

w r 71 T 

E = 4a* sin» - <p (n 4- cos a)» 4- sin» a cos» - <p • 



V^' 



71 

4- cos «)» -h sin» a cos» - (p rf(p. 



L'arc d'une branche est égal à 

Aà / 1 4a(n4-cosa)» _ sina4-v/i4-2ncosa4-n» 

— v/i4-2ncosa4-n»+^ï~^ — : L . 

n n sm ofc n 4- cos a 

En faisant varier Tangle a, de o jusqu'à 27r> nous formons 
l'ensemble des courbes épicycloïdales. 

Ces courbes engendrent la surface épicycloïdalCj qui limite 
le corps épicycloïdal. Les équations (1) représentent la surface 
épicycloïdale, si l'on considère 9 et a comme des paramètres 
Variables. 

Calculons l'aire S et le volume V du corps épicycloïdal» 



(*) C'est Véptcycloïde sphèrique, (Voir : Leroy, Géométrie descripti^e-f 
p. 241^ dans Fédition de 1842, ou p. 209 dans celle de 1859.) 
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dx dx dy dy dz dz „ 

— -. 1 — f.._i_| , — — Y^ 

acp doL d^ dx df dx 

Des égalités 

dx 

-7- = — « sia a (i — cos ruf) cos <p, 

dy , 

— = — a sin a (i — cos n^) sin <p, 

d2 

— = a cos a ( I — cos iKp), 

nous tirons successivement 

G == a»(i — cos M(p)« = 4a» sin* -cp, 

F = — a* sin a sin 119(1 — cosncp) = — 4a* sin a sin' -©cos-®. 

2^ 2 

On sait que d^ = /^G — F* d^pda, 

dS = 4a" sin» -<p(n + cos x)dfdx; 
par suite ?« 

S = 4a* / sin» -cprfîp / (n + cos a)cfa 



J/»n /'s 

' 8iu» \^d^ / ( 



2t: 




= S/iTTO* / sin» -(pc?9 = 



3 

t/ 

Ensuite, 

= a» sin* a(n + cos a)( i — cos rif)^ cfcpda 

2ic 



' (i - COS n(p)»dcp / gin? a(n + cos a)da 

t/ o 




2ic 

I — cos w<p)»d9 = 57c*a»« 
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Il est très remarquable que Taire et le volume de chaque 
partie du corps épicjcloïdal ne dépende que du rayon du 
cercle roulant. 

" Les équations de la normale à la surface épicycloïdale, en 
un point M(a;, t/, -s), sont 

X-a; ^ Y-y _ Z-^ 
A "^ B "■ C * 

D'ailleurs: A = $?^-^^, 

_dz dx dx dz 

d(f d<x d^ d% 

_ dx. dy dy dx ^ 

d(p doL df dcL ' 
on a donc 

A = a{n + cos a)(i — cos n(p)(cc — na cos ©), 
B = a{n ■+■ cos a)(i — cos n(^){y — na sin <p), 
G = o(n -h cos a)(i — cos m)z. 
D'après ces calculs, la normale est représentée par 
(3) X-g. ^ Y-, ^Z_-^ 

^ X — na cos <p y — na sin <p z 

Elle passe par le point ayant pour coordonnées 

- X = na cos «p, Y = na sin <p, Z = o. 
C'est le point de contact des circonférences et G qui en- 
gendrent la courbe épicycloïdale et la surface épicycloïdale. 
Le plan normal à la courbe épicycloïdale est déterminé par 
les trois points suivants: 1® le point donné sur la courbe; 
2** le point de contact des cercles engendrant; 3® le centre de 
la sphère sur laquelle la courbe est située. 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(CONCOURS DE 1890) 



Mathématiques spéciales. 

On donne un triangle Â.BG et un point P dans son plan. 
i^ Trouver le lieu des centres des coniques S inscrites au triangle ABC 
et qui sont yues du point P sous un angle donné 6>. 
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2* Discuter ce lieu en supposant que le point P se déplace dans le plan 
du triangle. 

3** Démontrer que, si Vanglc donné b> est droit, toutes les coniques S 
sont vues aussi, sous un angle droit, d 'un autre point P'. Montrer que, dans 
ce cas, si le point P se déplace, la droite PP' passe par un point fixe I 
et que le produit IP.IP' est constant. 



Solution par M. E. A. 

Prenons GA et GB pour axes des x et des y. Soit 

bx + ay — ab =-. o, 
réquâtion de AB, 

Soient A'B' une des droites passant par le point P(a?oyo) ^^ 
son équation 

b'x 4- a'y — a'6' = o. 

Soit enfin b"x + a^y -a^b" = o, 

réquâtion de la droite A^'B" qui passe aussi au point Pet qui 
fait, avec A'B', un angle w. 

La conique inscrite à cet angle et au triangle ABC est 
inscrite au quadrilatère que A'B' forme avec les côtés du 
triangle ABC. Son centre est donc sur la droite qui joint le 

milieu M de AB'fo? = - , y = — j au milieuNdeA'B (x = —f 



y = - j , droite qui a pour équation 



(1) 2x{b' — 6) -4- 2y(fl' — a) -h a6 — a'6' = o. 

On voit de même que le centre de la conique considérée se 
trouve sur une autre droite ayant pour équation 

(2) 2x{b' - b)-h 2y{a" - a) + a6 - a'b" = o. 

D autre part, en désignant par ô Tangle G des axes : 

(3) 

a'a" -¥ Vb" - {a'V + 6'a') cos 6 = {a'V - Va') sin ô cot (o. 
On a enfin, en exprimant que les droites A'B', A'^B'' pas- 
sent au point P, 

(4) 6'a?o + aV/o - a'6' = o, 

(5) 6>o + «"^0 - a"6" = o. 

Il s'agit d'éliminer a', 6', a" et b" entre ces cinq équations. 

Éliminant V entre (1) et (4) on a une équation en a', du se- 
cond degré, et dont les racines sont a' et a". Gette équalion 
donne donc, en posant 
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bx + ay :s P : 

Pt 
(6) a'a" = — 



Par analogie, 

(7) ô'è" = 



" 2 



Pj/o 



•^0 

X 

2 



Dans la formule (3), en vue de laquelle nous avons calculé 
ces produits, se trouve aussi la quantité a'b' + 6V. Pour la 
calculer, observons que Téquation (1) peut s'écrire 

b'x -h a'y = P> 

et que, si on en retranche la suivante, qui équivaut à Téqua- 
tion (4) 

^ '\' a — = 0, 

2 2 2 

on obtient b'(x - ^^ + a'L - ^^) = P; 
puis, par analogie, 

Multipliant et tenant compte des valeurs (6) et (7), on 
obtient : 

(8) Pyo(a: - ^) + VxJ^ - f ) 

+ (a'y + 6V)(a: - ^)(y - lîî) = P*. 

Enfin ridentité 

{dV - b'af =: (a'6" + 6V)« - A,dà:Vb\ 
fait connaître la valeur (9) de a'è" — Vd*. 

Élevant au carré Téquation (3), et y portant les valeurs (6) 
(7) (8) (9), on a Téquation du lieu ; savoir : 

\\ ~ ?)^^° "*" ^^ ^^^ ^^ "^ (^^ "" "2^)^^' "^ ^^ ^^^ e) - P cos 6 
= sin* 6 cot» (0 Lp- j/,cc-iroy+ cco^o)'- 4^oJ/o(«- y)(î'"" "^/J- 
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Le genre de la conique dépend de la position du point P 
dans le plan. Celui-ci est divisé en régions par une quartique 
ayant pour directions asymptotiques doubles les directions 
isotropes et pour points doubles les trois sommets du triangle 
ABC. Cette courbe est donc limitée en tous sens, et Ton voit 
facilement que les points du plan, très éloignés, donnent des 
coniques du genre hyperbole. 

Les points doubles pouvant être ordinaires ou isolés, la 
forme de la quartique est très variable. 

Pour (D = — , la conique se réduit à une droite double, ayant 

pour équation : 
(10) x[Xo + (î/o - à) cos 6] + y[yo -f- (a?o - à) cos ô] 

{xq 4-^0 + 2a?oî/o cos 6 — a6 cos 6) = o. 

Si, au lieu du point P, on prenait un point F ayant pour 
coordonnées aji, t/j, on aurait Téquation d'une autre droite 
double* 

Si les coniques déduites du point P sont les mêmes que 
celles qui sont déduites du point P', la droite double, lieu de 
leurs centres, doit être la môme. Réciproquement, si la droite 
lieu des centres est la même, les deux familles de coniques 
coïncident; car il n'y a qu'une conique ayant pour centre un 
point donné, qui soit inscrite au triangle ABC. 

Cela dit, en identifiant l'équation (10) avec l'équation ana- 
logue qui correspond au point P', on a : 

a?o + (2^0 - *) cos Ô t/o + (^0 — a) cos Ô 



(A) 



^i + (^1 "" ^) COS Ô yi + (a?i — a) cos 
iïîo + yo + ^cToî/o cos Ô — aô cos ô 



^î + 2/i + 20?!^! cos 6 — aô cos 6 
Ces deux équations en x^ et j/i donnent deux solutions^ Mais, 
l'une d'elles étant évidemment * 

x^ = a?0 2/i = yo> 
il en reste une autre, qui correspond au point P' de l'énoncé. 

Pour trouver cette solution, désignons par - la valeur com- 
mune des rapports (A). On a 



(H) 
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I _ flîo sîi^* 6 — 6 cos 6 -4- a cos^ 6 __ yoSin*ô — ■ acosô + fecos'O 
u "" (Ti sin' 6 — 6 cos 6 + acos*6 ~" yiSin'ô — acosÔ + 6cos*0' 

puis 

x^ = tiXo— {u — i)a, 

en posant, pour abréger : 

{b — a cos 0) cos 6 = a sin* 6, 

{a — b cos 6) cos 6 = p sin* 6. 

Pour calculer u, portons les valeurs (11) dans l'équation : 

^-*-yî-H2XiyiCos6— a6cosô = u(iCo+^-f2Xoyo<^os6— oôcosô). 
Nous obtenons ainsi une équation du second degré en u: 

Aw* + Bw + C = o, 
laquelle admet la racine i. Il en résulte que Tautre racine «i 

C 

est — . On trouve, après calcul, 

p* + 2ap cos 6 — a6 cos 6 



A 



a' 



(£Co - a)« + (î/o - P)* + 2(Xo - a)(t/o - P) COS 6 

valeur qu'il faut porter dans les formules (H). 
Remarquons maintenant que la droite PP' a pour équation 

X y I 






ou bien 



y. ï 

X y 1 

= o. 



= 0, 



•'^o î/o I 
a p I 

Elle passe donc par un point fixe I, de coordonnées a, p. 
On a, d'autre part, 

^ -^ p* + 2ap cos G — ab cos Ô 



(12) 






Wi 



Pour calculer IP', observons que l'on a 

Oîi — a — U^Xq — (Mj — i)a — a = Mi(cCo "" °^)' 
On a donc 

(13) IF^Wj.IP. 

Des égaillés (12) et (13), on conclut : 

IP X IP' = a« 4- p* H- 2ap cos 6 — oft COS 6. 
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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(CONCOURS DE 1890) 



Composition de mécanique rationnelle. 

On donne un tétraèdre non pesant OABG dans lequel Tangle trièdre 
est trirectangle, et dont les arêtes OA, OB, OC ont respectivement pour 
longueurs, a.bjC, 

1* Déterminer les axes principaux de Tellipsoide central d'inertie, 
c'est-à-dire de Tellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G du 
tétraèdre, dans l'hypothèse suivante : 

2* On imprime au tétraèdre une rotation initiale autour d'un diamètre 
GD de l'ellipsoïde central, et l'on propose d'étudier le mouvement de ce 
tétraèdre autour de son centre de gravité G. On déterminera sa position 
dans l'espace, à une époque quelconque. 

Les composantes Po» Qo* ^o d© la rotation initiale par rapport au grand 
axe, à Taxe moyen et au petit axe de l'ellipsoïde central d'inertie ont 
respectivement pour v aleurs ; 

p, = \/6-{- v/5, Ço = 0, fo = v/6 — ^5. 
On rappelle que le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe 
peut être déterminé par les équations : 

A J + (G-B)gr = L; 

B^+(A-G)rp = M; 
at 

G J + (B-A)pg = N; 
p = sin 6 sm (p -^ H- cos © --■; 

9 = sm ô COS ç -^ — sm 9 -r-; 

. d^ do 

r = cos 6 -r- H — —• 
dt dt 

Composition sur l'analyse et ses applications 

géométriques. 

Théorie. 

Définir ce qu'on entend par un système complet d'équations linéaires 
et homogènes aux dérivées partielles du premier ordre. 
Exposer la méthode d'intégration de Mayer. 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1890. 10. 
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Application, 
Intégrer le système suivant : 

-+- ^hb — (^a?! — 2XiX: H- 3x,,x^ — 2X^x^)Pq = o; 

aJjPî — a-aPa + 2(0:4 — aîe)^* + ^&P& + 3(a?, — Xi)pç = o. 

<*/ 
où Ton a posé ^t ~ wF * 



EXERCICE ECRIT 



36. — On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy, et Ton 
considère les paraboles P, Q qui, dans ce système, corres- 
pondent aux équations 

(P) y* — 2px = o, 

(Q) cc^ - 2qy = o. 

Une droite AB mobile, tangente à Q, rencontre P aux points 
A, B. Par A, on peut mener à Q une seconde tangente ; cette 
droite, et la droite analogue menée par B, se coupent en C. 

1° Trouver le lieu de G. 

Ce lieu est la parabole P elle-même. 

2^ Démontrer que les hauteurs du triangle ABC enveloppent 
une développée de parabole. 

3° Les normales aux points A, B, G concourent; trouver le 
lieu de ce point de concours. 

Ce lieu est un diamètre de P. 

4° Trouver le lieu décrit par Torthocentre de ABC. 

Ce lieu est encore une droite, parallèle à Ox, 

5® Si Ton considère deux cordes AB, A'B' rectangulaires et 
les points correspondants G, G'; démontrer que GG' passe par 
un point fiiie. 

Notes sur l'exercice 35. 

1*> Lorsqu'on part de Téquation générale des coniques, mise sous la 
forme 

(r) 6(j; cos 9 + 1/ sin 9 + X)* + 6' (a; sin ? — y cos ç 4- [x)* = i, 
on vérifie facilement que les carrés des demi-axes sont 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 227 

(A) «' = L, 6«=1, 

et que les foyers réels sont déterminés par les équations 

(1) a? sin ç — y cos ç + [jl = o, 

(2) rccos <p 4-2/sin 9 4- X = ± i/-7T;— =±:c. 

V 69 

En exprimant que la conique (F) est tangente aux axes ox^ oy on trouve 
les conditions : 

(3) 6 cos* 9+6' sin* ç — 66' (|x cos 9 — X sin 9)» = o, 

(4) 6 sin* 9+6' cos* 9 — 66' (|i sin 9 + X cos 9)* = o. 
L'élimination des paramètres X, {i, 9 entre (l), (2), (3), (4) donne, en tenant 

compte des relations (A), . 

ou 

(R) (4a' — a;* — y*)aY = &*(«;* + 2/*). 

2*> On arrive très simplement à ce résultat, en utilisant certaines pro* 
priétés géométriques de la figure proposée. 

Soient x, y les coordonnées du foyer F ; a?', y' celles de Tautre foyer réel. 
On a, d'abord, 

xx' z=z yy' = b^. 

D'autre part, en joignant le centre de F à la projection de F sur oXj 
puis, en se rappelant que cette distance est égale à a, on trouve 

(y + yj -h {X — o;')* = 40*, 



ou 



(''+?y+("-D*=^*- 



Cette équation est identique à celle que nous avons trouvée par le 
oalcul. 

L'équation (R) donne lieu à une discussion très intéressante, que nous 
laissons à faire au lecteur. Les axes ox, oy^ ainsi que les bissectrices, sont 
des axes de symétrie. La courbe est constituée par huit ovales égaux ; on 
déterminera la forme de l'un d'entre eux en cherchant les tangentes paral- 
lèles aux axes, les tangentes menées par l'origine et, enfin, les circonfc- 
rencesconcentriques à l'origine, et tangentes à ces ovales. 



QUESTIONS lŒSOLUES 



1. — On donne deux droites fixes A, A'. Une droite mobile D 
rencontre constamment celles-ci. D'un point fixe A, on abaisse 
sur D une perpendiculaire DI. Quel est le lieu de I? 

A priori, y a-t-il un lieu ? Est-ce une courbe ou une sur- 
face ? Peut-on prévoir que le lieu passe par A ? Quel est le plan 
tangent en A? Plans cycliques du lieu? 
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La droite D rencontrant deux droites fixes, ses équations renferment 
deux paramètres variables X, pi, sous forme linéaire. Le point I est déter- 
miné par D et par le plan abaissé, de A, 
perpendiculairement à D. On voit ainsi, 
a fM'iorif que le lieu est une surface cubique 

UNICURSALE. 

Le point A fait partie du lieu ; il suffît, 
pour le reconnaître, de considérer la droite 
f^ BG qui, passant par A, rencontre A et A', 

fty^ / / aux points B, B'. 

Considérons une droite B'G, passant par 
B', et rencontrant A en un point G infini- 
ment voisin (ie B. Si, de A, nous abaissons 
1/ AK perpendiculaire sur B'G, K est un point 

.___ du lieu. Dans le triangle B'AK, l'angle B' 
est infiniment petit ; K esl un angle droit ; 
donc la limite de B'AK est égale à un droit. La droite AIL est tangente 
à la surface, à la limite ; et, dans cette position limite, est perpendiculaire 
à BB', dans le plan BB'A. On voit, de même, que la droite menée par A, 
perpendiculairement à BB', dans le plan BB'A', est tangente à la surface. 
En résumé, le plan tangent en A est perpendiculaire à BB^ 

Gonsidérons un plan fixe P passant par A' et coupant A en un certain 
point D. Soit M un point du lieu, pris dans le plan P. L'angle DAM étant 
droit, le lieu de M est une circonférence, intersection de P avec la sphère 
décrite sur AD comme diamètre. Les plans passant par A', et ceux qui 
passent par A, sont donc des plans cycliques. 

On peut encore observer que le lieu considéré passe par les droites 
proposées A, A'. En effet, prenons sur A un point quelconque R, puis 
élevons, en R, un plan perpendiculaire à RA; ce plan coupe A' en R'. 
En abaissant, de A, une perpendiculaire sur RR', on obtient en R un 
point du lieu. 

2. — On donne trois points A, B, G et un plan P. Construire 
un cylindre parabolique U passant par les points donnés, et 
admettant P comme plan de symétrie. 

Supposons le problème résolu. Le plan ABG coupe U suivant une 
parabole F ; P, suivant une certaine droite A, diamètre de F. La parabole 
F est donc déterminée par les points A, B, G et par un diamètre A. On 
peut considérer cette courbe comme formant la base du cylindre que 
nous voulons construire; mais il faut encore déterminer la direction des 
génératrices. 

A cet effet, observons que A rencontre F en un point o) appartenant 
à la génératrice principale de U, droite qui est le lieu des sommets des 
sections droites de ce cylindre. En o), le plan tangent s'obtient en me- 
nant, par la tangente à F, un plan perpendiculaire à P. Soit Q le plan ainsi 
déterminé. Finalement, les générât jices sont parallèles à la droite dln* 
tersection des plans P, Q. 
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QUESTION 181 

Soiatlon par M. Leinekugel, (*). 




On considère une ellipse E; par les foyers F, F' on mène deux 
rayons vecteurs mobiles, parallèles, et dirigés dans le même sens. 
Ces droites rencontrent E aiwc points A, A'; par A, on trace une 
droite perpendiculaire à ¥A.' et rencontrant celle-ci au point I. 
Trouver le lieu décrit par ce point; distinguer les différentes 
formes affectéçs par les courbes, lieux de I. 

Soient w l'angle polaire de FA, et /*la projection de F sur 
F'A'. On a 

FI = F'A' - F'/" 

P 

= 2C C08 (0. 

1 -h e cos 0) 
Donc 

(1) p= 2CC08a). 

^ I + e cos (o 

Nous allons indiquer d'abord 
le tracé de la tangente en un point quelconque de la courbe (1). 
Pour trouver la tangente en I, nous considérerons deux, 
systèmes de droites (FA, F'A'); (FA^, F'AJ) parallèles deux à 
deux et infiniment voisines; les droites correspondantes A'I 
et A'Ji se coupent en un point (o, et nous observerons que les 
perpendiculaires élevées au milieu de AJ, A', A^, A passent, 
respectivement, par les milieux de F'co, Fo). A la limite, le point 
(I) tend vers le point û, intersection de A'I avec le cercle pas- 
sant par F', et tangent à Tellipse en A'. La droite joignant I au 
milieu 0' de Fû est la normale en I (**). 

Il est évident, a priori, que S, S', d, c' sont quatre points du 
lieu. De plus. S, S' sont deux sommets de la courbe, comme 
l'indique le tracé de la tangente. Nous distinguerons trois cas : 

(*) Reçu quatrième à rEcole Polytechnique. 

("*) La méthode des transversales réciproques s'applique aussi, très 
simplement, & la courbe en question. G. L. 
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1® c>6, on voit que le cercle (A) rencontre (E) en quatre points 
(1, 6, c, d lesquels, joints à F, donnent les quatre tangentes 
en ce point. La courbe affecte donc la forme de la fig. I; 




> 





Fig. J. ^ ^ Fig. IL ^^ ^ Fig, III. 

2^ C = b, les deux tangentes en F sont de rebroussement; 

(fig. If). 

S^ c <. b, le point F est un point isolé (fig. III). 

On pourrait considérer le cas où la conique est une hyper- 
bole : les courbes sont alors un peu différentes des précédentes, 
car la courbe lieu des points I a des points, à Tinfini, dans les 
mêmes conditions que Thyperbole. 

Nota. — Autre solution par M. Brocard. 



QUESTION 194 

Siolation par M. J. Berthon, élève de mathématiques spéciales au Lycée 

de Lyon. 



On considère une ellipse F. Soient, F Vun de ses foyers, A la 
directrice correspondante , G le pied de la perpendiculaire abaissée 
de F sur A. Par un point I, on mène à F deux tangentes qui ren- 
contrent A aux point A et B. 

i^ Trouver le lieu du point I, sachant que G est le milieu de AB. 

'Ce lieu est la perpendiculaire élevée à FG, au point F. 

2^ Trouver le lieu du point I, sachant que AFB est un angle 
droit. 

Ce lieu est une conique 9, ayant pour foyer F, pour directrice 

A, et dont Vexcentricité est égale à 0/2, e désignant celle de F. 
5® Trouver Uenveloppé de 9, quand on suppose que les ellipses F 
sont variables, mais restent homofocales. 
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Cette enveloppe est un cercle. 

40 Trouver F enveloppe des coniques cp, qnand on suppose que 
les ellipses F varient, mats en conservant sur FG les mêmes sommets. 

Ce lieu est une quartique unicursale: on indiquera les trois 
points doubles de cette courbe. (G. L.) 

1® Soit a, p un point du lieu : -r- 4- i i = o Téquation 

de Tellipse rapportée à ses axes : Téquation du système 
des tangentes menées de ce point à Tellipse est : 

o* 
Faisons x = — , et écrivons que les deux valeurs de y, ainsi 

obtenues, sont égales et de signes contraires : 

y^ a* — a* 2pt/(a — c) p* — a* 2a a" 



6* a* 6*c c* ' c a* ~ ' 

on a a — c = o, ou p = o. 

Le lieu est donc le système des droites leprésentées par 
a = c, p = o. 

2® Si nous exprimons que les coefficients angulaires m et m' 
des tangentes satisfont à la condition mm' + i = o, coeffi- 
cients pris sur Téqualion du système des tangentes, nous 
avons réquation du lieu : 

(a* — 2C*)x' -4- o*y' + 2a*cx -h a*(c^ — 2a*) = o. 

Ce lieu est une ellipse ayant même foyer, même directrice 
que l'ellipse T, et dont l'excentricité est 6/2, e désignant celle 
de F. 

3® Pour trouver Tenveloppe de 9, quand les ellipses F va- 
rient en restant homofocales, il suffit d'écrire l'équation de 9 
sous la forme : 

2a* — a\x* -H ^* 4- 2CX H- c*) + 2C"a5* = o, 
et d'exprimer que l'équation en a, a deux racines égales. On 
trouve ainsi 

(X^ -h y* H- 2CX + C*)* — i6c*a5* = o, 
puis 05* H- 1/* -+- 6cx + c* = o, (a? — c)* + y* = o. 

Le lieu est un cercle ayant son centre sur ox au point d'ab- 
scisse — 3c. Le rayon est égal à cy/S. 
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4" Écrivons, de même, réquation des coniques 9 sous la 

forme 

c«(2aj* — a") — 2a»ca? — a"(a;« ^- y' — 2a') = o. 

En exprimant que cette équation a ses racines égales, nous 

trouvons 

. . 2 (a?* — a*)* 

^ a* — 2a;» 

Ce nouveau lieu est une quartique unicursale, car les points 
(y = o, a; = ± a) sont deux points doubles isolés; de plus, 
cette courbe a un point double à l'infini, su rot/. Pour trouver le 
paramètre variable en fonction duquel s'expriment rationnel- 
lement X et y, posons 

a 
X = --= cos 9, 

v/2 
ce qui est possible, car a* — 20?* est positif. Nous avons alors 

a cos* © — 2 

y = __ : 

y/2 sin <p 

Il ne reste plus qu'à remplacer, dans les formules, sin 9 et 
cos 9 par les fonctions connues : 

2k I - X' 

I + X«' I + X*' 

Nota. — Solutions diverses par MM. A. Troille, lycée de Grenoble 
Lévy, lycée de Nancy; Roux, lycée de Grenoble; Etienne Pascot, lycée 
de Montpellier. 



QUESTION 196 

Solatlon par M. G. Leinekugel. 



Circonscrire à une ellipse un quadrilatère ou un triangle inscrit 
à un cercle concentrique. Faire voir que le problème est impossible 
ou indéterminé^ et chercher la valeur du rayon pour laquelle il est 
indéterminé. 

Mêmes problèmes quand le centre du cercle est confondu avec 
Vun des foyers. 

Nous allons chercher la condition nécessaire et suffisante 
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pour qu'on puisse inscrire à une conique S' un quadrilatère 
circonscrit à S. 
Considérons les coniques représentées par 

S' = flc» - o* 4- K(y« - b*) = o, 
admettant un parallélogramme inscrit à S' et circonscrit à S. 
Formons Téquation en X de ces deux coniques : 

(X, 4- a« + K6«)(X, -4- a«)(>, + ft'K) = o. 
Elle montre que 

(1) Xj = X, -4- X,. 

Telle est la condition nécessaire pour qu'on puisse inscrire 
dans deux coniques concentriques un parallélogramme inscrit 
dans Tune et circonscrit à l'autre. 

Je dis que la condition est suffisante; soient en effet les 
équations 

« 55* v* 

S' = Aaî> -f- Ay« - I = o, 
d'où résulte 

(Xi 4- i)(X, 4- Aa*) 
' (X, 4- B6«) = o. 

Comme on a 

A| = Xj 4- Xj, 

on a donc 

Aa« 4- B6« - I . 

Cette égalité exprime 
que S' passe par les 
quatre points : (a, 6), ( — a, — 6), 

(o, - 6), ( - a, 6). 

En résumé, la condition (1) est donc nécessaire et suffisante. 

Cette démonstration est tout à fait générale; car, si l'on 
effectue une transformation homographique, la relation entre 
les racines de l'équation en X, des deux coniques, restera la 
même, ces racines étaut des invariants. 

Par la transformation homographique, les deux coniques 
deviennent quelconques; déplus, le parallélogramme devient 
un quadrilatère quelconque. 
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Quant à la condition pour qu'on puisse inscrire, à une conique 
S', un triangle circonscrit à S, condition bien connue (*), elle 
est 

e« - 4ùk& = o. 

Appliquons ces conditions à une ellipse et à une circonfé- 
rence concentrique représentées, respectivement, par 

a;2 + y« — p* = o; 
L'équation en X est 

(X + p*)(X 4- a«)(X H- 6») = o, 
la condition demandée est, par suite, 

p^ =z a^ + b\ 

On retrouve ainsi le cercle de Monge. 

Si nous exprimons que les coefficients de l'équation en X, 

relative aux deux coniques S, S', vérifient la relation 

0» - 4Ae' = o, 
nous trouvons 

(a« 4- 6* + p^)^ - 4[a»6« + p*{a* + 6*)] = o, 

ou p = a rt 6. 

Considérons maintenant le cas où le cercle S' a pour centre 

un des foyers de S. 

S = -^T- + ô^ - ^ = o, 
S' = ic« + î/« - p» = o, 

XS+S' =X'(-H- l) + 4^+ l) -H — - - - p« = o. 

L'équation en X est 

(X 4- 6«)[X» -h X(p* + 6*) + ay] = o ; 
ce qui donne en employant la relation 

X^ = Xj + X„ ou Xj =; — 6% 
d'où 6* = (p2 + ¥Y - 4a«p*, 

p = \/2(a* 4- c*). 
Ce résultat fournit la solution de la question posée en 188o, 
au Concours d'admission à l'École normale supérieure. 

(*) Salmon, Traité des coniques. 
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Si nous exprimons maintenant qu'il existe un triangle 
inscrit à S' et circonscrit à S, nous obtenons, après réduction 

p = 2a, 

Ce résultat pouvait se prévoir à priori. En effet, considérons 
une ellipse et le cercle directeur relatif à Vun des foyers. Je 
dis qu'il existe une infinité de triangles inscrits à ce cercle et 
et circonscrits à l'ellipse. 

Il suffit de montrer qu'il en existe un*, il y en aura, d'après 
une propriété connue, une infinité. 

Prenons, comme sommet du triangle, l'un des points P^ où 
l'axe focal rencontre le cercle directeur, de ce point menons 
les deux tangentes à l'ellipse qui rencontre le cercle en deux 
points Pj, Pj, symétriques par rapport à l'axe focal. Je dis que 
PjPj est une tangente à l'ellipse. 

Pour cela, il suffit de prouver que 

FN . FN = bK 

La similitude des triangles 

(P.F<o), (P,FN) ; (P,FV), (P,NF), 
F(o _ FN Fft>' _ FN 

donne p;f ~ P,F' ' P^F-p;^' 

puis 6» = F<o . F'o>' = FN . F'N . 

Nota. — Autre solution par M- Roux, du lycée de Grenoble. 



QUESTION 217 

Solution par M. G. Leinekugël. 



Soient S le sommet d'un cône droit, le point ou Vaxe rencontre 
un plan quelconque P. Démontrer qu'il existe un rapport X, con- 
stant, entre les distances des points et S à une tangente quel- 
conque de la section du cône par le plan P. 

Désignons par 6 l'angle au sommet du cône. 
Soit ax 4- pj/-f- Y« — p = o l'équation du plan P; a, p, y, 
étant les cosinus directifs de la normale au plan. 
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Le sommet du cône étant pris pour orignc, choisissons des 
axes rectangulaires, celui des z étant Taxe du cône. 
L'équation du cône est : 

a;» -4- yà _ ^a^î _ Q^ 

en posant m = tg ô. 

Les équations de la tangente en un point (cco» Vo^ 'o) de la 
section sont : 

aa; -h p^ 4- Y« — P = o, 

Les projections de cette droite, sur les trois plans de coor- 
données, sont représentées par les équations : 

x(m«a2o + Y^o) + î/(w»pSo + ï^o) - pwi'^o = o, 

On a donc ; 

'4p* 4- p (y-To -+- m^azo) - poîo jV I -(Yyo+»i'P»o~pyo 1 

p*{m'4 -h a?? 4- yj) 
En simplifiant et en observant que : 

a?o + yl = rn^cc^, 



m 



on trouve : . X' = 



'09 

m* 



Y*( ï + wi») 

/. , . ^ sin 6 
ou finalement X = • 

ï 
Nota -^ Autre solation par M. Delbourg à Agen. 



QUESTION 219 {") 

Solation par M. L. Delbourg, mattre-répétiteur an Lycée d^Agen. 



1® AOB est un tnangle isoscèle;a'o' est une droite mobile y con^ 
stamment égale à OA; on demande le Heu du point 0'. 



(*) Au lieu de reproduire renoncé, qui est un peu long (Y. Journal, 
1887, p. 94), Doiis indiquons, à mesure qu'elles se présentent dans 
cette solution, les questions diverses qui étaient posées dans l'énoncé S19. 
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Tirons BO'; cette droite rencontre AO au point C. Les tri- 
angles BO'm, Orna', d'une part; BOB, a'O'G, d'autre part, sont 

égaux^ On a donc 

OC = O'C. 

Ainsi le lieu du point 0' est une stropboïde droile (ou obli- 
que) suivant que Tangle BOA est droit (ou quelconque). 

2^ Trouver Venveloppe de a'o' (axes rectangulaires). 

On suppose 'Owi + nia' = a. 

En posant Oa = at^ 

a a, 

on a Ow = -(i -h /*), wia'= -(i — /«). 

2 2 

L'équation de a!m est donc 

a? . y 



ut a 

-(, - 1.) 



= I. 



ou 

(1) £c(i - /«) + 2yt = al{i - /«). 
En différentiant par rapport à /^ on a 

(2) — 2tx + 2t/ = a — 3a/'. 
L'élimination de t entre les équations (1) et (2) donnerait 

Tcquation cartésienne do Tenveloppe; mais on peut résoudre 
ces équations par rapport à a; et à y. On trouve 

2t' 

X = a -5 

I + /• 

a(i -t*}^ 

^ 2 I -h /» 

La courbe est une quartique unicursale se composant de 
deux branches paraboliques, tangentes à xx\ 
L'axe oy est une tangente de rebroussement. 

3« On prend al = Om. Lieu del? 

Le lieu de ce point I est la courbe précédente. 
En effet, soient y = IP y x = IQ les coordonnées du 
point L 
Les triangles wiQI, mOa' donnent 

X __ ml 

Oa' "~ ma' 



â38 
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, n - (I +<«)-- (I -/«) 
X ma' — Ow 2 ^ '2 

ou bien . — = ; — = 

at ma a 



- (i -H /^) 



d'oîi 



ce = 



a/^ 



I -4-^* 
, La similitude des triangles a'IP, a'wO donne, de même, 

^ 2 1+/»'. 

Le lieu du point I coïncide avec Tenveloppe de la droile a'mo'; 
le point I est donc le point de contact de la droite et de son 
enveloppe (*). 

4® Déduire, des résultais précédents^ une description, par points 
et par normales, de la stropho'ide droite. 

De ces diverses propriétés et du principe de Ghasles, relatif 

au centre instantané de 
rotation, on déduit une 
nouvelle génération de la 
strophoïde droite, par 
points, et par normales. 

Etant données deux droi- 
tes rectangulaires, une 
droite o'O'de longueur con- 
stante glisse sur Tune 
p ^ X d'elles de telle sorte que 

Ton ait mO = mO'; le lieu du point 0' est une strophoïde 
droite S. 

Ayant pris a'I = mO', si Von élève en I une perpendiculaire 
1(0 à ma\ elle rencontre la perpendiculaire à OX, au point a', en 
un point cd; coO' est la normale à S, au point 0'. 




(*) Cette forme de raisonDement comporte une objection. Une droile 
mobile A enveloppe une courbe U, la touche en A et la rencontre en un 
autre point, B, par exemple. Le lieu décrit par B est la courbe U, mais la 
tangente en B n'est pas A. Pour que la conclusion visée soit rigoureuse, il 
faut montrer que la tangente en I coïncide avec a' m; c'est ce qui a lieu dans 
le cas présent, comme le prouve le calcul fait au paragraphe précédent. 

G. L. 
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QUESTION 232 

Solution par M. A, Favery, élève au Lycée de Montpellier. 



Les cercles tangents à Vaxe non transverse d'une hyperbole équin 

latèrCy qui ont leur centre en un point M pris sur la courbe^ 

découpent, sur Vaxe transverse, des segments égaux, 

(d'Ocagne.) 

L'équation de Thyperbole équilatère proposée est 

a;» = a* 4- y^. 
Abaissons MG perpendiculaire sur Ot/. Nous avons ÂC=MG. 
En effet, OA = a, OC = y; donc AG = a; = MG = MD. 




Ainsi, les triangles rectangles OAG, FDM sont égaux. On a 
donc OA = PD; par suite, le segment DE intercepté par le 
cercle sur l'axe des x est constant et égal à 2a. 

Nota. — Solutions diverses par MM. G. Russe, à Gatanzaro; Hezeau, 
conducteur des Ponts et Chaussées, à La Roche-sur- Yon ; Etienne Pascot, 
du lycée de Montpellier; Thouzellier, du lycée de Montpellier; Ignacio 
Beyens, capitaine du Génie, à Cadix; Galban, élève k Técole Polytechnicpie 
de Madrid; Leinekugel. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



296. — Les définitions étant les mêmes que dans la 
question 293, montrer que, pour calculer A',... en fonction de 
Xy ^* ^9 0^ ^ l^s relations suivantes (dans les trois 
dernières, on connaît d'avance la somme des deux angles 
inconnus) : 

c*(cot S - cotC) 

(1) cot A' = cot A -h JT-T — — — , 

^^ 2S(cot<W; - cotB) 

^ ^' siQC ""csin^^ ^' 

sinC" _ c sin (^ -■ B) 
^ ^ sin B' " 6 sin (S - C) ' 

Nous rappelons, à ce propos, que -: — -p a été donné dans la 

question 293. 

(A. Poulain.) 

297. — Trouver un plan sur lequel les sommets d'un té- 
traèdre donné se projettent suivant un groupe orthocentrique. 

(J. Neuberg.) 

NoT-A — Quatre points A, B, G, D, forment un groupe orlhoccntriquc 
lorsque Tun quelconque d'entre eux est Torthocentre du triangle formé 
par les trois autres. 

(*) Celte formule donne le moyen le plus rapide de calculer Tangle 
de Brocard, a>. On en tire, en effet, 

sin (B — 0)) sin* B 

sin co ~~ sin G sin A 
ou cot w — cot B == cot A -h cot G, 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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SUR UN THEOREME DE M. JAMET 

«■ 

Par M. Balitrand, élèye àTÉcole Polytechnique. 



Les courbes planes triansrulaires sont des courbes qui, rap* 
portées à un triangle de référence convenablement choisi, peu- 
Tent être représentées a?, y, z, désignant les coordonnées nor- 
males d'un point de la courbe, par une équation de la forme : 

(l) (px)"^ -4- (qy)"^ — (r^)"* = G. 

Le nombre m est l'exposant de la triangulaire, le triangle 
de référence est son triangle de symétrie- La Gournerie a, le 
premier, étudié ces courbes d'une façon systématique, en 
même temps que les surfaces réglées, tétraédrales symétriques, 
et les courbes gauches, tétraédrales symétriques (*). Dans sa 
Thèse (Annales de l'École normale supérieure, 1887) M. Jamct a 
énoncé, pour les courbes planes triangulaires, le théorème sui- 
vant, qui complète, d'une façon très heureuse, les recherches 
de La Gournerie sur ces courbes. 

On considère une conique circonscrite au triangle de symétrie 
et touchant cette courbe en un point ; le rapport des rayons de 
courbure de la conique et de la courbe est constant pour tous les 
points de celle-ci* 

Ce théorème est susceptible d'une démonstration élémen- 
taire, que nous allons donner. 
!• Commençons par rappeler la formule (**) : 

8 

P = -(m-i)«s; g, 

qui donne Je rayon de courbure p d'une courbe de degré w, 
dont l'équation en coordonnées trilinéaires est f{x, y, z) = o. 

(*) Comptes rendus de V Académie des sciences, 5 juin et 17 juillet iS65, 8 
janvier 1866. 

Recherches sur les surfaces réglées tétraédrales symétriques, avec des Notes 
par Arthur Gayley. Paris, Gauthier-Villars, 1867. 

(••) Kœhler. — Exercices de Géométrie analytique et de Géométrie supé- 
rieure, t. I, p. 338. 
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Dans cette formule, R et S désignent, respectivement, le rayon 
du cercle circonscrit et Taire du triangle de référence; H est 
le hessien de {{x^ t/, z). Enfin on a posé 
P s: /*a2 + /*p2 -h f^^ — 2f^f'p cos A — 2/*y^co8B— 2/*J/'JcosC. 
Gela posé, les coordonnées d'un point de la courbe (1) pour- 
ront s'exprimer, en fonction d'un paramètre variable t, par les 
formules : 

2 

paj = (i — ^«)»»», 

(2) \ gy = (20^, 

2 

rz = {i + t^)^. 
L'équation d'une conique circonscrite au triangle de réfé- 
rence et passant par les points (aJi, y^, s^), (a?,, y„ z^) est : 

Xyz H- [ujcz + vxj/ = o; 
en posant X = x^x^{z^y^ — yi^i), 

l^ = !/i!/.(^i2j - ^1^2), 

En supposant que les points considérés soient infiniment 

voisins sur la courbe triangulaire, on a 

dx* dy* dz. 

x,=a^, + -^> î/, = y. + -^. z, = z, + —; 

puis X = a?,(z, ^-y,-hy 

dzi dx{ 



0/ dz* dxA 

■" = H"' w - '■ -3?) • 



V 

Soient maintenant 

<f{x, y,, z) = o, f{x, y, z) = o, 
les équations do la courbe triangulaire et de la conique; nous 
avons 



et, par suite, 

2(m— 1) 2<^m— 2 1 

<p« = mp(i —')»«, <pxx ~ m;m — i)p«(i —/•)«• , 
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2(m-l) 2(m-2) 

2(m-i) ^^ 2(m-2) 

<Ps = m?'(i + /*) "* , 9^1 = ?n(m — i)r»(i -♦- ^*) « . 
ailleurs, ç^y = 9xs = <py» = o. 

Dès lors, les fonctions H et P sont 

2(m— 2) 2(m-21 2(m~2) 

H = m\m — iYp^q^r^{\ - t^) ^ (it) «» (i +/>)»» , 
P = m»p"(i — ^*) "» + m^q^(2t) ^ h- m*r«(i + ««) »» 

2(m— 1) ^ 2(m— 1) 

— 2in^qr{i ■+■ /*) «• (it) ^ cos A 

2(m— 1) 2(m— 1) 

— 2m*pr(i — /*)♦»(!-♦-/*)"» cos B 

2(m— 1) 2(m-~l) 

— 2m*/)g(i — ^') ♦» (2^) "» cos C. 
Pour la conique dont l'équation est f(x,y,z) = o, on a : 

^f / dz dy\ 

f, . / dy dx\ 

f. =ly+^ = xyzsX — -y—Y 

,,• J dx dy\ 

puis: f^ = .=z^[r}—-x-^), 

„ ( dz dx\ 

t„=^^y^{x--Z-y 

U,^l^x\z--y-). 

doc 
En remplaçant a?, y, z par leurs valeurs en /, puis — , 

du dz 

—rry -7- par: 
dt , dt ^ 



at mp 



m , 



dy 4 



dt mq 



(2t)- 



2— m 
m , 



— - :rz -ÎL- (i + fî) m ; 
j^ 2-t-m 4— m 4--w 
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A 4— m 2+m 4— m 

j^ 4— m 4— m 2+m 

A 2— m 2— m 4»m 

Ainsi, les fonctions H' et P' auront, pour la conique consi- 
dérée, les valeurs suivantes : 

A S 8 — vu 8— wi 8— iH 

j_2 2(2+ m) 2(4— m) 2(4— m) 

.a 2(4-m) 6 6 

- 2 , T , , (l - /*) »« (2fWl + ^*)m COS A - ... 

D'après cela, on voit qu*il existe entre les foutions P et P' 
la relation ; 

A% 2(4— m) 2(4-m) 2(4-mi 

F = P.— 4-1-7(1 - ^*) m (2O "» fl -f- ^*) »» . 

Par suite, si Ton désigne par p et p' les rayons de courbure 
de la courbe triangulaire et de la conique, au point oîi elles 
se touchent, on a 

p' m — I 
Le théorème est donc démontré. . 

2. — Lescourbes planes triangulaires comprennent, comme 
cas particulier, un grand nombre de courbes remarquables 
et bien connues. Nous citerons : les coniques circonscrites, in- 
scrites ou conjuguées au triangle de référence. Elles correspon- 
dent, respectivement, à : m = — i , m = -, in=2. Les cubiques 

unicursales (m = - ) ; les qv^r tiques à trois points doubles (fin - 

flexion et parmi celle-ci : la lemniscate et la kreuzcurve 
(m= X 2); les quar tiques à trois points de rebroussement 

(m -^ j; Vhypocycloïde à quatrj rebroussenients et la déve- 
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loppée de Vellipse im = ^ j. — Le théorème précédent ramène 

la construcdon du rayon de courbure en un point de Tune des 
courbes à ce problème : étant donnés quatre points A, B, G, M 
d*une conique et la tangente au point M, construire le cercle oscur 
lateur à la conique. Il doit exister beaucoup de solutions de 
ce problème ; la méthode suivante est peut-être nouvelle. 

D'après le théorème de Joachimsthal, la corde commune à 
Tellipse et au cercle osculatéur, et la tangente au point M font 
des angles égaux avec les axes de l'ellipse. D'ailleurs, cette 
corde commune étant déterminée, le théorème de Pascal per- 
met de construire son second point d'intersection avec la 




Fig. 1. 

conique, point qai détermine complètement le cercle oscula- 
teur. 

Le problème revient donc à trouver, dans les conditions 
posées, les directions des axes de l'ellipse. Pour cela, traçons 
la circonférence circonscrite au triangle ABC : elle coupe 
l'ellipse en un quatrième point P, et les axes sont parallèles 
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aux bissectrices des angles des droites AB, CD. Pour con- 
struire ce point D, nous observons que, d'après le thé jrème de 
Desargues, Tellipse, le cercle et le couple de droites AB et CD 
déterminent, sur la tangente en M, une involution dont M est 
un point double. Les points de rencontre Q etQ' de la tangente 
donnée avec les droites AB et CD sont deux points conjugués 
dans cette involation. Pour trouver Q', nous emploierons la 
construction suivante : désignons par P et P' les points d'inter- 
section du cercle avec la tangente, et prenons un point arbi- 
traire S sur le cercle. La droite SM coupe le cercle en un second 
point Ml ; la tangente en M^ au cercle rencontre PP' en 0. 
Traçons QS, cette droite rencontre le cercle en Qi ; menons la 
droite OQ^, qui coupe le cercle en Qi, la droite SQÎ coupe PP' 
en Q'; la droite CQ' passe par le point cherché D. 

3. — En terminant, nous signalerons une application de 
ce théorème aux quartiques ayant trois points doubles d'in- 
flexion. On sait (Laguerre, Nouvelles Annales, 1878) qu'on 
appelle ainsi les courbes du quatrième ordre qui possè- 
dent trois points doubles, les tangentes en ces points étant 
inflexionnelles. Si Ton prend le triangle des points doubles 
ABC, pour triangle de référence, l'équation générale de ces 
courbes est 

«a Q» r« 

On les déduit (*) de la conique F qui correspond à l'équation 

^ pa gs ^% 

par la construction suivante : la tangente à F, en un point M, 
coupe les côtés AC, AB en B' et A'; les droites A A', BB' se cou- 
pent en un point M^ qui décrit la courbe (3) lorsque M varie. 
La tangente au point M^ s'obtient en prenant l'intersectiou 
de la tangente en M, à la conique (4), et de la droite conjuguée 
harmonique de CM^ par rapport aux côtc^a CA, CB, et joignant 

(*) Les quartiques en question sonl des transformées de la conique par 
points inverses, si Xy y, s sont des coordonnées normales; ou des trans- 
formées par points réciproqi^s, si Ton considère des coordonnées bary- 
centriques* G. L. 
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le point obtenu au point M^. On sait ainsi construire ces 
courbes par points et tangentes; le théorème de M. Jamet 
permet de déterminer le rayon de courbure en chaque point. 

Si Ton suppose que deux des points doubles coïncident 
avec les ombilics du plan, on obtient la lemniscate, La conique 
tangente à la lemniscate en un point M^, circonscrite au 
triangle de référence, devient le cercle tangent en M^ et 
passant par le point double; on peut ainsi déterminer très 
simplement le rayon de courbure de la lemniscate. 

Si le triangle ABO, conjugué à la conique (4), est formé par 
la droite de l'infini et les axes de la conique, la courbe corres- 
pondante, du quatrième ordre, est la kreuzcurve. Elle a pour 

équation — : + t -- i = o, 

a et 6 désignant les demi-axes de l'ellipse. La construction 
d'un point N et de la tangente en ce point, s'obtient immé- 
diatement au moyen de la construction générale, convenable- 
ment modifiée (*). La conique circonscrite au triangle de 




Fig. 2. 



(*) La figure 2 représente la construction à laquelle nous faisons ici 
allusion. Par le point 0, on a tracé une droite symétrique de OM, par 
rapport aux axes. Elle rencontre la tangente AB en im certain point P» 
PN est la tangente ^ la krenzcurve. 
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référence et tangente en M^ à la kreuzcurve, est l'hyperbole 
équilatère ayant pour équation 

xy — bx sin ^ — ay cos <u --= o, 
9 désignant le paramétre angulaire du point M de la conique. 
Les asymptotes s'obtiennent en menant, par le point M, des 
parallèles aux axes de Tellipse. Cette propriété permet de 
trouver, par une construction simple, le rayon de courbure 
de la kreuzcurve. On sait, en effet, que dans l'hyperbole 
équilatère, le rayon de courbure est égal aux deux tiers du 
segment intercepté par la courba sur la normale. La con- 
naissance des asymptotes de Thyperbole équilatère permet, 
comme on s^it, de déterminer ce segment et, par suite, le 
rayon de courbure de la kreuzcurve. 



EXERCICE ECRIT 



37. — On considère une parabole P. Par un point I, on 
mène, à cette courbe, des tangentes qui la touchent aux points 
M, M', et qui rencontrent Taxe de P aux points A, A'. 

1® Trouver le lieu de M, sachant que 

(1) MA* + WK'^ = h\ 

Ce lieu est une quartique K. 

2® Trouver le lieu du centre de la circonférence circonscrite 
au triangle formé par la tangente au sommet de la parabole P 
et par les tangentes issues d'un point I, mobile sur E. 

Notes sur l'exercice 36. 

l*" Les équations des droites AB, BG, GA sont respectivement, 

(1) x = wy4- —, ... (AB) 

(2) a;=wi'2/+^„ ... (BC) 

(3) X =m''y-{--L. ...(GA) 

2m" 

En exprimant que AB, BG se coupent en un point B, appartenant à la 
parabole P, on a 

(4) - = 4mm'(w-h w'). 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 249 

On trouve, de même, 

(5) - = ^mm"{m + w"). 

P 
D'après les égalités (2), (3) les coordonnées rc, y du point G sont: 

^ ' ^ 2m' m" 2 m' m" 

D^ailleurs, réliminaiion de m, entre (4) et (5), donne : 

(7) ^ = Am'm"(m' + m"). 

P 
Des relations (6), (7) on déduit : 

y^ = 2px. 

Le lieu de G est donc la parabole P. 

2** Prenons la hauteur issue du point G; les résultats qui correspondent 
à cette droite s'appliqueront, d'après ce qui précède, aux deux autres hau- 
teurs du triangle ABG considéré. 

En observant que les paramètres m', m'' sont les racines de Tune et do 
Tautre des équations : 

[L*y — {Ao; +^ = o, 



4\i^m + 4ii.w* — i = 0, 

on a, pour les coordonnées x, y de G, les formules 

X = 2pwi*, î/ = — 2pin. 

L'équation de la perpendiculaire abaissée, de G, sur AB, est donc 

y H- 2pm = — m{x — 2pm*). 
L'enveloppe de la droite correspondante est la courbe représentée par 
l'équation 

ijpy* =: 2[X-\- 2p)>. 

G'est la développée d'une parabole, etc. 
3" L'équation du cercle ABG est 

x'^-hy^ — g- — x\2p{ï H- m*) 4- —1 
2 L 2mJ 

Il passe par le sommet commun aux paraboles P, Q (*) et peut, par 
conséquent, être considéré comme un cercle de Joachimsthal, par rapport 
à chacune de ces courbes. 

En identifiant Téquation précédente avec celle du cercle de Joachimstlral 
qui correspond à un point donné x^j y, (*•), on trouve 

Le lieu demandé est un diamètre de P. 

4* Le lieu décrit par l'orthocentre de ABG est aussi un diamètre de Q. 
On sait en effet que le centre de gravité de ABG décrit l'axe ox. Le théo 
rème d'Evier (***) et la remarque faite au paragraphe précédent prouvent 

(*) Il passe aussi par le foyer de Q; propriété lendue évidente par le 
théorème de Steiner. 
(••) Gette équation est 

aj« + y* — x(x, +p) — ??H? = o, 

2 

Voyez G. M. S., t. II, p. 482. 

(*•*) Le centre du cercle circonscrit ^ le centre de gravité G, l'orthocentre H, 
sont Irois points en ligne droite; de pltUy HG = 2GO. 

JOUR.XAL OB lUTa. èpio» — 1S90. 1 1 . 



= o. 
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celte propriété qui est aussi la conséquence du théorème de Steiner (****), 
appliqué à la parabole P. 

5* Si Ton considère deux cordes rectangulaires AB, A'B' et les points 
correspondants G, C, l'équation de GC est 

m^y H- m{x — 7.p) — 2/ = o. 

La droite GG' coupe donc Oa; en un point fixe (y = o, a? = 2p). G'est ce 
qui résulte aussi du théorème de Frégier, en observant que OG est isoscé- 
liei.ne de AB et que, par conséquent, dans l'hypothèse que nous avons 
faite, OG, OG' sont rectangulaires. 
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Recueil d'exercices sur le calcul infinitésimal, à l'usage des 
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temps, pour qu'il soit nécessaire d'en faire ici une analyse quelconque. 
Nous mettons seulement sous les yeux de nos lecteurs quelques extraits 
de la préface qui accompagne la 5« édition. Ils pourront ainsi se rendre 
compte des modifications que l'auteur a introduites dans celle-ci et qui 
font de son ouvrage un livre indispensable à tout étudiant en mathé- 
matiques. 

« La première édition a paru en 1856; elle contenait 220 pages. Depuis 
cette époque lointaine, le cadre oâiciel s'étant plusieurs fois élargi, de 
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d'accroître, par tous les moyens dont il disposait, l'utilité et l'intérêt de 
son œuvre... 

3> Gonformément aux plus récentes modifications des programmes, 
l'édition actuelle fait une grande place aux questions qui regardent la 
théorie des fonctions d'une variable imaginaire et celle des fonctions 
elliptiques... 

» Enfin, cette édition est enrichie d'un appendice étendu renfermant de 
nombreux exercices du choix le plus heureux et singulièrement propres 
à élucider les théories délicates auxquelles ils se rattachent. » 



(••**) VorthocerAre d'un triangle circonscrit à une parabole appartient à la 
directrice dû cette courbe» 
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QUESTION 195 

iSolntion par M. G. Leinekugel. 



On considère des hyperboles équilatères H qui ont pour centre 
un point fixe et qui passent par un autre point. Trouver le lieu 
décrit par les sommets réels de H. 

Ce lieu est une lemniscate de Bernoulli, 

On propose, après avoir reconnu ce fait par le calcul, de l'établir 
géométriquement, en prenant, pour base de cette démonstration, la 
proposition suivante : 

Le produit des distances d'un foyer F d'une hyperbole équilatère 
à deux points A, A' de la courbe, diamétralement opposés, est égal 

L*équation d'une hyperbole éqailatëre H, quand on prend 
pour axes la droite qui joint le centre au point fixe A et la 
perpendiculaire, est 

(OA = a) a;* — t/* + 2lxy — a* = o. 

Un point sera sommet, si la tangente en ce point est perpen- 
diculaire au diamètre du point de contact, ce qui s'uxprime 

x-hly Ix-y 

par la condition = ; 

X y 

l'élimination, de X donne pour le lieu la lemniscate de Bernoulli, 

{x^ -h y^Y = a\x^ 4- y^) (*). 

Ce lieu a pour sommets les points A, A' (A' étant le symé- 
trique de A par rapport à 0). 

Soient F, F' les foyers d'une hyperbole équilatère, dont le 
centre est 0, et A, A' deux points diamétralement opposés. On a 

ÂF' + ÂF^ = 2ÔÂ' + 2()F^ 

(AF - AF')« = 2.ÔF^ 

FA An* 

onadonc AF.AF' = OA^ = , 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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et comme AT = AF', 

on a, comme Tindique renoncé 

AF . AT' = r^T . 

Ainsi, les foyers de H décrivent une lemniscate de BernouUi 
dont A, A' sont les foyers. 
Sur chaque rayon, issu de 0, on détermine le sommet par la 

1 r OS I 

relation —= = —=• 

OF ^2 

Le lieu des sommets est donc une courbe homothétique au 

lieu des foyers; et, par suite, une lemniscate, admettant pour 

sommets les foyers de la première. 

*■ • ■■ — 

QUESTION 225 



1. — Soient Pi etl?^ deux points fixes pris sur une parabole, P un 
point variable sur la même courbe. Les droites PP^ et PPj, œu- 
peut le diamètre conjugué de la corde P^Pa en des points qui sont 
symétriques par rapport au point ou ce diamètre coupe la parabole, 

(d'Ocagne.) 

Solution fi^éométrique par M. Balitrand. 

Soit P' le point où le diamètre considéré rencontre la para- 
bole. Le rapport anharmooique du faisceau 

p.(p,p'p,«) 

est constant, lorsque P se déplace sur la conique. Pour en 
calculer la valeur, amenons le point P en P^. La droite PP^ 
devient la tangente en P,, à la parabole. Cette tangente ren- 
contre le diamètre considéré, en Q, pôle de PiPj, et le faisceau 

Pi(QP'P>oo) 
est évidemment harmonique. 
Dès lors le faisceau 

P.(P,P'P.O0) 

est aussi harmonique; et le diamètre considéré parallèle au 
rayon Poo , est divisé en deux parties égales par les trois 
autres rayons. 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 2S3 

Solution analytique, par M. Brocard. 

Soit y* = 2px 

l'équation de la parabole rapportée à un diamètre et à la tan- 
gente à rextrémité de ce diamètre. 

Les ordonnées des points P^, P, étant désignées par dr 6, 
réquation de PP^ sera 

w — 6 = - — ^( X ) » 

•^ p H- 6\ 2p/ 

et celle de PP. : y -^ b = — ^[x ) • 

' ^ p — 6\ 2pJ 

On en tire, pour x = o, 

a?i = -^ > oj, = — — > 
3p 2p 

ce qui établit la propriété énoncée. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Galbon, à Madrid; Rézeau, conduc- 
teur des Ponts et Chaussées h la Roche-sur- Yon ; Elienne Pascot, lycée 
de Montpellier; Delbourg, mat Ire répétiteur au lycée d'Agen; Leinekugel. 

M. Jérémie nous a adressq. une solution géométrique dans laquelle il 
utilise les propriétés bomographiques de la figure. 



QUESTION 226 

Solution par M. L. Rezeau, conducteur des Ponts et Chaussées, 

à la Roche-sur-Yon. 



On donne cinq points sur une droile. Celle-ci se déplace de 
manière que quatre de ces points décrivent les quatre faces d'un 
tétraèdre. Le cinquième point décrit une ellipse, (Mannheim.) 

Lorsqu'un des quatre points se déplace sur la droite, cette ellipse 
varie. Prouver que le lieu de son centre est une autre ellipse et 
définir les éléments de cette dernière courbe. (Amigues.) 

1. — Prenons trois des faces du tétraèdre comme plans 

de coordonnées. 

X y z 

- + 7H I- . O 

abc 
sera Téquation de la quatrième face P. 
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Soient {x^ y», Zi) les coordonnées des points considérés 

(i = I, 2, 3, 4, 5); p„ oj, p4, p5 les distances de (cCa, y„ «sfj), 

Supposons que le point aj^t/j?! se meuve dans le plan yoz 

— zox 

— ^oy 

— P 



x^y^z^ 


a^aî/s^a 


x,y,z^^ 


y - Vi 



g?- a?! y - yi z - z , 

sont les équations de la droite mobile. 

L'on a : x^ = o, y^ =0, ^s = o> 

donc, d'après (1), pp, + j/i = o, yp, + ^s^ = o, 

^4 Vt, ^4 

(2) (_%Uï)p, + |» + i»_.=o. 

\a h cj c 

Si a?, y, ^ sont les coordonnées du cinquième point, on a 
aussi : 



X = ap5, 



X 

OL = — 
P5 



(3) / 2/ = P(p6 - Pa), P = — ^— ' 

^ P6 — P2 

« = Y(p6 - p)«» ï = 

Ps — P3 

Ces valeurs (3), substituées dans (2), donnent : 

/px «Pi . y(p4 - P2) . g(p4 - ps) ^ _ ^ 

«P6 0(p5 - Pj) C(P5 - P3) 

Les paramètres directeurs vérifient d'ailleurs la relation 
a* + p* + Y* + 2pY COS l -r 2ya COS [x + 2ap CCS v — t = o. 
De (3), on déduit: 

,^. a?* «/'^ ^' 2^55 COS X 2^XC0Su. 

(Q) 1 1 1 ^ 1 Ll 

(Pb)' (P6-Pa)" (Ps-Pa)* (P5-P2)(P6-P8) (P5-P8)p5 

2XIJ COS V 
+ —^ : - I = Oc 

P5(p6 - 



(P) et (Q) définissent le lieu du cinquième point. 
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2. Nature du lieu. — Le lieu est la section de la surface (Q) 
par le plan (P). 

Or la surface (Q) est un ellipsoïde. 

En effet, si l'on forme Téquation en S (en supposant que Q 
soit rapportée à un système de coordonnées rectangulaires) 
la règle de Descartes montre que les racines sont toutes de 
même signe. Dans ce système, la surface Q serait un ellipsoïde. 
On sait que ces conclusions restent applicables dans le sys- 
tème d'axes obliques choisi. Ainsi (Q) est un ellipsoïde. Il est 
réel; son centre est à l'origine. 

Le lieu des points considérés est une ellipse, 

3. — Lorsque p^ varie, les sections elliptiques définies par 
(P) et (Q) varient. Leurs centres sont à Tintersection des plans 
(P) avec leurs diamètres conjugués par rapport à la surface (Q). 

Si M désigne le premier membre do Q, les équations de ces 
diamètres sont : 

P4 pi - P« P* — Ps 

op& ^(p6 - 9%) ^'(Ps - Ps) 

L'élimination de ^^ et /, entre (P) et (4), donne le lieu des 
centres. 

Multiplions, dans (4), le premier rapport par x, le deuxième 
par y, le troisième par z; et ajoutons ; 

2M 



^P4 . y(p4 - P«) _^ -^(Pi - P») 



X = 

«p6 ' ^(p6- Pa) ' C(P5-- ps) 

OU, d'après (P), 

X ^. 2M. 

Alors (4) devient : 

apMx ^ fc(p5 - pa)My ^ c(p5 - P8)M; ^ ^^ ^ 

P4 P* - pi P4 - P3 

En éliminant p^ entre ces trois dernières équations, on trouve 

(A) 2ap5M; - ô(p» - pO^i - c(p5 - Ps)M; = (p,+P8)M. 

(B) ap5(p3 - p,)M; - 6p,(p8 - p,)M; -f cp,(p5 - p,)M', = o. 
Les égalités (A) et (B) définissent le lieu des centres des 

sections elliptiques considérées. 
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4. Discussion du lieu, — (A) représente une quadrique passant 
par Torigine. G^cst un ellipsoïde, les termes du second degré 
contenus dans M, étant les mêmes que dans (Q). D'ailleurs (B) 
est rérjuation d'un plan passant par Torigine.Le lieu des cen- 
tres est donc une ellipse. 

On obtiendrait les éléments de cette courbe en cherchant, 
par le procédé connu, les axes de la section de (A) par (B). 

5. Remarque. — Le lieu précédent peut se trouver géomé- 
triquement. 

Remarquons d'abord que d'après l'équation (P) les plans P, 
lorsque p^ varie, passent par une même droite D. 

^ — -^aT^ — 7 + -1 V = ^» 77^-^+ . , + i=o. 

(ûps ^(ps-Pa) C(p5-p,) 0(p5-p,) Cvps-pa) 

Les centres des sections des plans passant par D sont dans le 
plan diamétral V, de la surface (Q), conjugué à la direction D 
Si ab est l'intersection du plan diamétral V avec P, cette 

droite rencontre D en un point 
fixe c. Le centre i de la sec- 
tion P est le milieu de la se- 
cante ah menée du point fixe c, 
dans la section V. On sait que 
le lieu des milieux de ces 

^ sécantes est une conique passant 

^ ^ par le centre de la conique 

V, par le point c, el par les points de conlact des tangentes 
menées de c à la courbe V. 

On peut observer que cette conique est la polaire arithmé- 
tique de c, par rapport à la conique V. — (Jcmrnal, 1888, p. 263.) 
On peut d'ailleurs vérifier que (B) représente le plan diamé- 
tral conjugué, par rapport à la quadrique (Q),de la direction D. 
Nous allons ajouter, aux résultats précédents, quelques re- 
marques. 

DÉMONSTRATION DE PROPAIÉTÉS DIVERSES 

B. — Lorsque le cinquième poinl se déplace sur la droite ma- 
bite, les centres des ellipses, lieux de ce cinquième point, sont en 
ligne droite. 
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Les ellipses, lieux du cinquième point, sont définies parles 
équations (P) et (Q) trouvées plus haut. 

On obtiendra le lieu des centres en cherchant le lieu des 
points d'intersection, avec (P), des diamètres conjugués à ce 
plan, dans la quadrique (Q). 

Les équations (4), du diamètre conjugué, peuvent se mettre 
sous la forme : 

X y cos V z cos [A Xp4 

pi p8 — pi P5 — Pi « ' 



(o) 



z cos V 

Pi 



+ 



y g cos X _ M pi — p,) 

p6 — Pi p» — Pi * 



X cos fA y cos X 



-+- 



^(P4 — Pl^ 



p8 p5 — Pi Pi — Pi C 

Éliminant p, et X entre (P) et (5) on obtient l'équation du lieu. 
De (5), on tire : 

— cos V cos a 

a ^ 



(6) 



X 

Pi 



P4 - Pi 



I cos X 



ei-::-^' C08 X I 

C 



I COS V cos {A 

cos V I cos X 
cos fx cos X I 

ou, en égalant les déterminants du numérateur et du déno- 
minateur à L et û : 

X __^ XFj 



Ps 



(6) 

On a^ de même, 

0) 

(8) 



En remplaçant, dans (Pj, — » 

p8 pi — Pi Pi — Pi 
leurs trouvées; on a : 



y XM 




p» - p» û ' 




s XN 




P» - P» û 




œu ^ -JL_, - 


Z 



par les va- 
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X rLp, ^ M(p, -- p,) ^ N(p, - pa) -] _ j ^ Q^ 

Ql a b ^ J 

équation d*oîi Ton tire la valeur de X. 

Posons X = K ; (6) (7) et (8) deviennent : 

ûa? ût/ _ ûz 

P' = KL' P'~P« = KM' P'~P' = Kl' 
d'où 

._. û x Qy 

^^^ KL-KN-P' = °' 

(G), (D) définissent le lieu. C'est une droite. 

6. — Dans son mouvement, la droite mobile reste constamment 
purallèle aux génératrices d'un cône de révolution. 

Il suffit de montrer que la droite représentée par — = - —- 

r T 

décrit un cône de révolution. 
Dans la première partie, on a vu que ; 

Pp2 + yi = o, d'où î/i = - Bp, ; 

Yps + z^ = o, d'où ^1 = - YP«- 
On a donc 

(1) "t^ -h P(P4 " Pa) ^ Y^Pi - Ps) _ j __ Q^ 

^ a b c 

D'ailleurs : 

a* + p* H- Y* + S^Y COS X + 2Y a COS [jl -H 2ap COS v = I; 
ou : 

a* -h p* + y' + 2Py *î08 ^ + 2Ya COS [jl + 2ap COS v 

La 6 c J * 

Par suite, a:, j/, ;?, étant proportionnels à a, p, y» on a 

X* + y* H- s» + 2î/;r COS X + 2ZX COS |X + 205^ COS V 

La 6 c J ' 

Cette équation représente une quadrique qui a son centre 
à l'origine, sur la surface. C'est un cône. La forme de son 
équation montre, d'ailleurs, qu'il est de révolutioni 



«taiUÎMibhfiïtttaMiirft^^hilriâÀ 



fc* 
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QUESTION 228 

Solotion par M. l'abbé E. Gelin, professeur de matbé^ialiques au Collège 

Saint- Quirin, à Huy (Belgique). 



Le lieu des foyers des paraboles, pour lesquelles un triangle 
donné Â.BG est autopolaire^ est un cercle (cercle des neuf points). 

Les directrices de ces paraboles passent par un point fixe (centre 
du cercle circonscrit) (*). (Poujade.) 

1*» Soient, en coordonnées rectangulaires, A(o, j/'), Bte", o), 

G(x"\ o) les sommets du triangle donné, et soit 

(x — a)» + (y — P)' -^ {mx -h ny -h t)* = o 
ou 

(i — m*)x* — 2mnxy -h (i — n*)^* — 2(a -4- mt)x — 2(p + nt)y 

+ a* + p» ~ <* = o, 

réquation aux foyers des coniques pour lesquelles le triangle 

ABC est autopolaire. 

Si Ton exprime que ces coniques sonl des paraboles, on a 

la condition 

(1) m« -h n« = I. 

Si Ton idenlifie Téquation de la polaire du sommet A(o,^') : 

avec l'équation du côté opposé BG, 

y = o, 
on a les conditions 

(2) — mny' — (a 4- mt) = o, 

(3) - (P + n%' + a» + p» - /* = o. 

De même, si Ton identifie Téquation de la polaire du sommet 

B(x\ 0) : 

(i— m*)a^'— mni/jj'— (aH-mO(a;4-aî')— (pH-n%4-a«-i-p*--/* = o, 

avec réquation du côté opposé AG, 

X y 

— + -^ = I, 

X y" 



(*) M. Poujide, qui a proposé cette question s'est aperçu, depuis, 
qu'elle se trouve traitée dans les Exercices de M, Kœhler^ 1. 1, p. 194, et il 
nous a prié de signaUr ce fait. (G« L») 
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on a les conditions 

(4) et (o) x'"[{i - m*)x' - (a -^mt)] 

= y'I" mnx' - (p -4- nt)] = - [- (a + mt^x" + a« + p« - t^]. 

Eliminant / entre (2) et (3), on a 

(6) m»(a* H- p* — p/) — wnay' — a« = o. 

Eliminant ensuite n entre (1) et (6), on trouve 

m*(a« + p*)[a« 4- (p - yj] 
^ m*a»[(a* 4- p*) + a« -4- (p - j/')*] + a* = O ; 



a» a» 



d'où : m* = > et m* = 



a« H- p» *« + (p - t/) 



a« 



La solution wi* --= donne 

a« 4- p* 

("0 

„.-_A_ n- P /- ^'^ + P' ~ Py^ 

m = => w = — =» t = — r— * 

v/a> -f- p* \/a« -4- p« v/û.* -4- P' 

Substituant ces valeurs dans Tune des relations (4) ou (S), 
on obtient Téquation 

p[2(a« -H p») - a(a!' + «'") - ?(y' - ^)] = o, 

qui se dédouble dans les deux suivantes, 

(8) p = o, 

(9) 2(a« + p«) - aCx' 4- Oî") - p(y' - -y-j = o. 

a* 

La solution m* = ;- 7- donne 

0^" + (P - y ;' 



s/a» + (p - y'f v/«* -H (P - y'r 

g» 4- p» - ^» ^ 

v/a« 4- (p - yO* 
Substituant ces valeurs dans Tune des relations (4) ou (o), 
on obtient uoe équation qui se dédouble dans les deux sui- 
vantes ; 

a S 
(11) -^ + ^,-1-0. 

X y' 
Les équations (8), (10) et (11) représentent les trois côtés du 
triangle ABC, et doivent être écartées. Il reste donc, pour le 
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lieu des foyers, Téquation (9), qui représente la circonférence 
des neuf points du triangle ABC. 
2<* Si, dans l'équation des directrices : 

mx 4- ny 4- ^ = 0, 
on remplace m, n, t par leurs valeurs données par les équations 
(7), on a aaî - py _ (a« 4- p« - pt/') = o, 

et si, dans cette dernière équation, on remplace a* -h p' par 

sa valeur tirée de Téquation (9), on trouve 



XX 



a^r" + X'" - 2Ji) - ?[y'+ — 7-j - 2Î/) = o, 

équation générale des droites, qui passent par un point fixe. 



[x' -+- x" I / , x'x'"\-\ 



y 

centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 

Nota. — Nous avons reçu, de M. Leinekugel, une solution géomé- 
trique et une solution analytique. M. Leinekugel relève ce fait intéres- 
sant mais très connu, croyons-nous, que les polaires des milieux des côtés 
(Tun triangle aulopo^aire à une parabole passent par le sommets de ce triangle. 

Nous avons reçu aussi une solution géométrique, de M. Balitrand. 



QUESTION 229 

Solution, par M. J. Lhébrard, Lycée de Montpellier. 



On considère les paraboles tangentes à deux droites données OX 
et OY, en des points variables ketB. Si les directrices passent par 
vn point fuxe^ : /° le lieu des foyers est un cercle: 2^ la droite AB 
passe par un point fixe Q. (Poujade.) 

1® Menons, par P, des perpendiculaires aux droites OX, OY, 
rencontrant OY, OX respectivement aux points G, D. Le 
triangle GOD est alors circonscrit à toutes les paraboles con- 
sidérées (*). Le lieu des foyers de ces paraboles est donc le 
cercle circonscrit à GOD. 



(*) On invoque ici une réciproque du théorème de Sleiner: 
Vorlhocentre d'un tiiangle circonscrit à une parabole appartient à la direc- 
trice de cette courbe. 
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2° Pour démontrer la seconde partie, il suffit de vérifier 
que les polaires du point 0, par rapport à toutes ces paraboles, 
passent par un point fixe. Soient ux -h vy = i Téquation de 




la droite AB ely = mx -h n celle de la droite fixe CD. L'équa- 
tion générale des paraboles tangentes aux axes, aux points A 
et B, est : 

{ux — in/)* — 2(ux + vy) 4- I = o. 

La droite CD sera tangente à ces paraboles si Ton a : 

m -hnu — mnv = o. 

Cela montre que la droite AB passe par un point fixe Q, 
symétrique de 0, par rapport au milieu de CD. 

Remarque. — Dans les solutions qu'il nous adresse, M. Lei- 
nekugel démontre géométriquement la seconde partie, comme 
il suit : 

Cette propriété, dit^il, résulte d'un théorème général que nous 
rappelons seulement : « Etant donnée une coniqiLe bitangente à 
deux coniques fixes , les cordes de contact se coupent en un point qui 
est l'un des sommets du triangle autopolaire commun aux deux 
coniques fioceff. o Ici les deux coniques fixes sont OX, OY, CD 
et la droite de l'infini, elles admettent un seul système de 
sécantes communes, savoir les deuxparallèles aux axes menées 
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par les points G et D. Ces deux droites se coupent en un point 
Q, par où passe la droite AB (*). 

Nota. — Solutions diverses par MM. Georges Bernache Assolant, du 
ycée Gondorcet; L. Rezeau, conducteur des Ponts et Ghaussces à la 
Roche-sur-Yon; Glapier, du lycée de Montpellier ; Tabbô Gelin, professeur 
de mathématiques supérieures au GoUège de Saint-Quirin (lluy). 



QUESTIONS PROPOSÉES 



298. — Un déterminant de Tordre n a pour éléments de la 
diagonale principale les nombres a^, aj, . . . «„; tous les autres 
éléments sont égaux à x. Démontrer que ce déterminant, 
égalé à zéro, représente une équation du degré n, ayant toutes 
ses racines réelles. (G.L.) 

299. — On sait que toutes les valeurs de X sont réelles 
lorsque Tune au moins des formes /' ou (p est la somme de 
trois carrés, de même signe. On demande, dans ce cas, de 
séparer les trois racines de l'équation en X. (E. Anigues.) 

300. — / et 9 étant deux formes quadratiques ternaires et à 
coefficients réels, si on égalée zéro le discriminant de la forme 

on obtient Téquation R(X) = o. 

Démontrer algébriquement que les racines réelles de cette 
équation, qui donnent pour Z'+Xcp une somme de deux carrés 
de même signe, sont nécessairement en nombre pair. 

(E. Amigues,) 

301. — Les coniques tangentes à une même hyperbole, et 
telles que pour chacune d'elles, les asymptotes de cette hyf er- 
bole forment un système de diamètres conjugués, sont des 
ellipses. Ces ellipses sont équivalentes. Elles interceptent, sur 

(*) Sans avoir recours au théorème général, visé par M. Leinekugel, 
on pourrait, pour établir la propriété en question, utiliser simplement 
le théorème suivant, théorème classique, qu'on peut démontrer élémentai- 
rement, de diverses façons : 

Lorsqu'une parabole P touche aux points A,B les droites OX, OY ; si GD 
est une tangente à P rencontrant OX, OY aux points D, G ; les parallèles aux 
droites OX, OY menées par ces points G, D se coupent sur AB. G. L. 
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deux diamëlres conjugués quelconques de l'hyperbole, des 
longueurs proportionnelles. — Démonstrations géométriques. 

(A. TissoL) 

302. — Théorème a, 6^ c, . . . A étant des quantités quel- 
conques, inégales. Téquation 

II I I I I II 

H h. ..H zH r l-T \-...-^ 



_ a—b a—c '" a-— h a — x b—a 6— c *** b — h b—x 

^•" [(a - b)(a - c) ... (a — cr)]2 "^c |(6 ~ a)(b -c) ... (6 - x)]^ 

I I I 

-h + ... 



X — a X — b X — h 

"*"••• "^ [(X — a){x — 6) ... (X - /i)]2 

représente Taxe des abscisses (*). (E* Catalan.) 

303. — Soit -^ 4- -^ - 1 = 0, 

X* If 

réqualion d'une kreuzcurve. 

La droite qui joint les projections A, B d*un point N do 
cette courbe, sur les axes, touche l'ellipse qui correspond à 
réquation 

en un point M. Démontrer que la parabole tangente aux axes, 
aux points ou ils sont coupés par la tangente en N à la 
kreuzcurve, passe, au point M, tangenliellement à l'ellipse. 

(Balitrand.) 

304. — On considère une kreuzcurve et une ellipse ayant 
mêmes axes que la kreuzcurve et la touchant en un point M; 
démontrer que le rayon de courbure de la kreuzcurve, en M, est 
le tiers du rayon de courbure de l'ellipse, au même point. 

(Balitrand.) 

(*) Académie de Belgique, Butlelins, juin 1890. 
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PROBLEMES SUR LE TRIANGLE 

Par M. Aiig^uste Bontin. 



1. — On considère, dans le plan du triangle ABC, un point M 
dont les coordonnées normales sont : x', y', z'. Sur les projetantes 
orthogonales de M, et dans le même sens, on porte les longueurs 
MA' = Kx', MB' = Ky', MC = Kz'. Déterminer K de manière 
que les droites AA', BB', GC, soient concourantes. Déterminer les 
points M, tels que ces droites concourent, quel que soit K. Lieu du 
point de concours, quand Mco'incide avec 0? 

Les équations de AA', BB', CC, sont respectivement: 

z _ z' -h Kx' cos B 
!j ~ î/' -h Kx' cos C ' 
y y' -H Kis' cos A 
oj ~ a/ + Ky cos B' 
X _ a;' H- K/ cos C 
^ ~~ js' + Ky' cos A ' 
d'où, pour déterminer K, Téquation 

{z H- Kcd cos B)(i/' + K^' cos A)(a?' + Kt/' cos C) 
=(j/'H-Kaî'cosG)(a;'+Kj3'cosB)(y+K/cosA), 
KSa3'(/>-y2) cos B cosG-Sa;'(y'«-y«) cos B=q. 

Pour un point quelconque, la première partie du problème 
est toujours possible et l'est d'une seule manière. 

Il y a impossibilité pour les points situés sur la- courbe 
représentée par 

^ cos A ^ ^ ' 

courbe qui est la cubique des inverses, relative à Corthocenti^e. 
Il y a enfin indétermination pour les points communs aux 
courbes correspondant aux équations 

2 ^ ^^' - ^') = o, 2 * *^' ^^y" - =') = °- 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1890. | J 
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Ces courbes sont les cubiques des inverses relatives : Vune, à 
Vorthocentre; l'autre, au cintre du cercle circonscrit. 
Ces courbes ont neuf points communs: A, B, C, I, T, F, 

r", H, (*). 

Les points A, B, G, H ne donnent lieu à aucune remarque 
intéressante. 

Les lieux des points d'intersection de AA.', BB', CC, quand 
M est en I, F, T, V" ont fait l'objet d'une Note ; « Sur un groupe 
de quatre coniques remarquables du plan d*un triangle », que nous 
avons publiée dans ce Journal (année 1890, pp. 104, 124.) 

En considérant le point 0, on est conduit à un théorème 
nouveau, croyons-nous. 

Les droites AA', BB', GC, se coupent alors en un point [l{x, 

X y 

(\) = ^ 

^ cos A-hKcosBcosG cosB-f-KcosAcosG 

z 

cos G 4- K cos A cos B 

D'après cela, le lieu de ces points (x, lorsque K varie, est la 
droite d'Euler OGR. 

On sait que la transformée, par points inverses, de la droite 
d'Euler est Yhyperbole de Jérabek, Par conséquent les coor- 
données d'un point de cette courbe sont données par les 
relations : 

(1) aî(cos A -H K cos B cos G) = y(cos B + K cos A cos G) 

= if (cos G + K cos A cos B). 

Ainsi, on peut considérer K comme un paramètre variable 
qui, une fois donné, définit, soit un point de OH, soit un point 
de l'hyperbole de Jérabek. 

2. — Proposons-nous maintenant le problème suivant : 

Une droite quelconque coupe la droite d'Euler en un point dont 
le paramètre est K, et Vhyperbole de Jérabek en deux points dont 
les paramètres sont: K,, Kj. Trouver la relation qui existe entre 
Kl, Kj, K,. 



(*) I, r, I'', l"' sont les centres des circonférences tangentes aux côtés 
de ABC, H est Torthocentre, G le centre du cercle circonscrit. 
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D*après les égalités (1), (2) cette relation est : 
cosA+KiCOsBcosG cosB+K^cosAcosG cosGh-KiCosAcosB 



= o. 



cosA-hKjCosBcosG cosB-hKiCosAcosU cosGh-KjCosAcosB 

I I I 

cosAh-KjCosBcosG wsB-rKjCosAcosC cosG+KjCosAc^sB 
En développant, on a 

S cos A(cos* B — cos* C)(cos A + K^ cos B cos G) 
(cos A H- Kj cos B cos GXcos A -h K, cos B cos G) = o. 

En effectuant les calculs indiqués, les termes en K^, K,, 
Kg, Ki Kj, Kl K,, K, Kg, disparaissent et il vient : 

S cos*A(cos« B-cos* G)+K4K,K3 cos A cos B cos GScos» B cos* G 

(cos* B — cos* G) = o, 
ou finalement, 

I H- K^KjE, cos A cos B cos G == o. 

1° Si, dans cette relation, on fait : KjK^ = m"; on a la pro- 
position suivante : 

La droite qui joint deux points de l* hyperbole de Jéràbek, dont 
les paramètres ont un produit constant ^ rencontre la droite d'Euler^ 
en un point fixe P. 

2<* Si Ton suppose K^Kj = m*, on peut dire : 

La droite qui joint un point quelconque de la droite d'Euler à 
un point de Vhyperhole de Jérabek choisi de manière que le produit 
des paramètres soit constanty rencontre la courbe en un second 
point fixe P,. 

En supposant que m* désigne la même constante dans les 
deux cas, on voit que P, est l'inverse de P. 

3. — Le problème précédent peut être généralisé ainsi : 

On considère un point M du plan d'un triangle; de ce point, sur 
des perpendiculaires aux côtés et dans un même sensy on porte des 
longueurs MA' = Kx„ MB' = Ky^, MG' = Kz, (x', y', z') 
(Xj, y^, Z|) étant les coordonnées de M et d'un autre point P quel- 
conque. Déterminer K de manière que les droites AA', BB'. CC' 
soient concourantes. 
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Les équations des droites considérées, sont 

z ^ z' -h Kxi cos B 
y ~ y' -h Kx^ cos G ' 
y __y' + Ksj cos A 
X x' -\- KjSj cos B 
X _x' -\- Kî/i cos G 
z~ z' -\- K^i CCS A' 
d'où, pour déterminer K, l'équation 

{z + Kcci cos B)(^' 4- K»! cos k){x' + Ki/^ cos G) 
= (i/'+KxtCosG)(aî'+KjSiCosB)(2'H-Kî/jCosA), 
Sa?Y(aîiCosB— yiCosA)-i-K[2a;'a7i cosA(2iCosB— ^iCosGj]=o. 
Ainsi, le problème est, en général, possible et il n'admet 
qu'une solution. 

Il est impossible, si les coordonnées des points M^ ou P 
satisfont à la relation 

(3) Sir'ori cos k{z^ cos B — i/j cos C) =^ o, 

laquelle exprime que M est un point de la droite HP, (Pj inverse 
de) ou que P est sur une conique circonscrite au triangle 
passant Oj et par le point Mj, inverse de M. 

Enfin, il y a indétermination, quand P coïncide avec 0. 
Alors, le lieu du point d'intersection des droites telles que 
AA', est MH ; résultat que les considérations géométriques 
rendent évident ; et quand M coïncide avec H, ce qui est mani- 
feste a piori. 

En dehors de ces différents cas, il y a indétermination quand 
M et P satisfont à la relation (3) et à la suivante 

(4) Yéx'y\x^ cos B — 2/i cos A) = o. 

Si P est considéré comme fixe, (4) représente une hyperbole 
équilatère passant par P.^. Ainsi ; 

Soient M, Mj deux points inverses; si Von porte sur les pro-- 
jetantes orthogonales de M, et dans un même sens, des longueurs 
MA', MB', MG', proportionnelles aux coordonnées normales de 
M^; les droites A A.', BB', GC' sont concourantes. 

Si M est considéré comme fixe, (4) représente la droite 0M„ 
qui coupe la conique (3) aux points Oj Mj. On retombe ainsi 
sur la proposition précédente, qui est caractéristique des 
points inverses. 
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Cherchons, dans ce cas, le lieu des points d'interseclion des 
droites telles que AA.'. On trouve pour les coordonnées d'un 
point du lieu : 
xiy'z -\- K cos A) — y{x'z' 4- K cos B) = z{x'y' 4- K cos C). 

Le lieu cherché est donc Thyperbole équilatère circonscrite 
au triangle ABC et passant par M. 

Il en résulte qu'une hyperbole équilatère quelconque cir- 
conscrite au triangle peut être considérée d'une infinité de 
manières, comme le lieu géométrique du point de concours 
de trois droites concourantes passant par les sommets du 
triangle. 

Eli voici un exemple : 

Si du centre de gravité G d'un triangle on abaisse des perpen- 
diculaires sur les côtés et qu'on porte sur ces perpendiculaires, 
dans le même sens, des longueurs GA', GB', GC, pfvportionnelles 
à ces côtés, les droites A A', BB', CC sont concourantes; le lieu 
de leur point de concours est l'hyperbole de Kiepert, 

NOTE SUR L'ARTICLE PRÉCÉDENT 

Par M. IVeuberif. 

1° Soient Aj, Bj, C^ les projections de M sur BC, CA, AB; 
portons sur MA|, MBj, MGi les longueurs MA' = K.MA^, 
MB' = K.MBi, MC' = K.MCi. Généralement, les droites AAj, 
BB^, CC^ se coupent deux à deux, en trois points distincts 
^i^ Pi» ïiî de même, les droites AA', BB', CC se coupent en 
trois points distincts a', p', y'- Pour K = o, le triangle a'^'y' 
se réduit au point M; pour K = 00, il se réduit à l'ortho- 
centre H de ABC. 

Lorsque K varie, les points A', B', C décrivent trois divi- 
sions semblables ^i, 8,, 83; donc, les droites AA', BB', Cl.' 
sont des rayons homologues de trois faisceaux homogra- 
phiques <pi, ç,, ç, et leurs intersections a', p\ y' parcourent 
trois coniques A,, A,, A, passant respectivement par les points 
(B, C, M, a„ H), (C, A, M, p„ H), (A, B, M, y„ H). 

Les courbes Aj, A, ont trois points communs C, M, H; 
donc, elles se coupent encore en un quatrième point D, tel que 
les droites AD, BD, CD se correspondent dans les trois fais- 
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ceaux 9i, o,, 9,, et rencontrent MA|, MB^, MGt en trois points 
homologues des divisions S^, 8,, 8,. D appartient également 
à A3. Ce point peut se construire linéairement. (Voir Cremona- 
Dewulf, Géométrie projective, p. 177, probl. I.) 

2®D peut se confondre avec M; les coniques A^, A„ A, se 
touchent alors au point M. Le lieu des points M, pour lesquels 
cette circonstance se présente, est la cubique des inverses du 
centre du cercle ABC. 

Les coniques A|, A,, A3 peuvent se toucher en H; dans ce 
cas, D coïncide avec H. Le lieu des points M est alors la 
cubique des inverses de rorthocentre H. 

Lorsque le triangle a^^jy! s® réduit à un point M^, D est 
confondu avec M^ et le point M se trouve sur la cubique des 
inverses du centre de gravité G de ABC (J. M. S., 1886, 
p. 169). 

Le point M^ décrit également une cubique. 

3° Les coniques A^, Aj peuvent se confondre. Pour qu'il en 
soit ainsi, A^ doit passer par A. Par suite, les droites BA, CA< 
rencontrent respectivement MB^, en des points Bj, C satisfai- 
sant à la proportion 

MB, _ MÇi 

MBa ~ MC, * 

Les triangles MBiC,, MCiB, étant semblables, la relation 
précédente exige MB^ = MCi. On en conclut que M est le 
centre d'un cercle louchant les trois côtés du triangle ABC. 

4*^ La conique A^ dégénère en un système de deux droites, 
lorsque la droite BC est son propre homologue dans les 
faisceaux Çj, (pa; ce qui exige que B^C^ soit parallèle à BG, 
ou que M soit sur la droite AO. Lorsque M est en 0, les 
coniques A^, Aj, Aj se composent, chacune de la droite OH et 
d'un côté du triangle ABC. 

5** La relation 

K4K.K3 = — 7 — p: 

^ " ^ cos A cos B cos c 

se trouve déjà dans un article sur l'hyperbole de Jérabek, 
que nous avons publié dans Mathesis., 1888, p. 87. 
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EXERCICE 38 f) 



Etant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy, on prend, 
sur Taxe des a?, un point fixe A, sur Taxe des y y un point fixe 
B, et Ton mène, par le point 0, une parallèle à la droite AB. 
On considère un système de trois cercles assujettis à avoir 
mêroe axe radical et à être tangents : le premier, en A, à Taxe 
des x; le second, en B, à Taxe des y, le troisième en à la 
parallèle à AB. 

Démontrer que Taxe radical des trois cercles passe par un 
point fixe. 

Trouver le lieu des points communs à ces trois cercles : on 
indiquera quelle est, en général, la forme de cette courbe, et 
Ton examinera en particulier le cas où Tangle en A du triangle 

OAB est égal à — • 

6 

Notes sur Texercice 37. 

1* Soit M le point de contact d'une tangente Ai & une parabole donnée 
P. La droite A rencontre Taxe de P en un certain point A. L'ordonnée 
de M est égale à p cotg a (th. de la sous-normale), a désignant l'angle de 
A avec Taxe de P. On a donc 

p cotg a = MA sin a. 

Soit [X le coefficient angulaire de A; Tégalité précédente donne 

Gela posé, l'énoncé donne la relation 



„/ ï I I ^ \ 



(1) ^'=PM-,-4--. + -7; + -7: 



'4/ 

\t., \i.' représentant les coefficients angulaires des tangentes issues du point 
l{x, y) dont on cherche le lieu géométrique. Or, fi, / sont les racines de 
réquation 

P 

m^x — tny -{ — = o. 

(*) Cet exercice n'est que la reproduction de Tune des questions propo- 
sées au dernier concours de TEcole Normale. Malgré son évidente simpli- 
cité nous croyons savoir qu'il n'a été traité convenablement que par un très 
petit nombre de candidats. Pour ce motif, nous le proposons à titre d'exer- 
cice écrit, et nous insérerons, dans le prochain numéro, la meilleure solu- 
tion, parmi celles quknous auront été envoyées. G. L. 
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Cette équation pennet de calculer la fonctioD 

I Z I I 

et Ton trooTe, iiDalement, pour Téquation du lieu 

i6y< — 4py*{Sx — jy. -4- p^Safi — 4|Mr — A*) = o. 

Cette équation, discutée, prouve que le lieu cherché est une quartique 
K formée de deux branches paraboliques. 

2* En cherchant Féquation de la circonférence S, circonscrite au triangle 
formé par la tangente an sommet de P et par les tangentes issues d'un 
point (Xj y) de K, on trouve facilement 

X* -h Y« - (^-»-f)x — y^-^p^ = o- 

On voit alors que le point ta, centre de 8, est situé au milieu de la droite 
qui joint le foyer F, de P, au point considéré I. Le lieu de ta est donc une 

quartique K', homothétique à K; F est le centre de l'homothétie, - est le 

rapport d'homothétie des courbes K% K; résultat que des considérations 
géométriques très simples rendent évident. 



QUESTION 230 

IKolutioB par M. Balitrand^ du Lycée de Nîmes. 






Démontrer que l'on a 

m 6/ p désignant deupc entiers positifs tels que l'on ait p ^ m. 

(Roux.) 
On a : 

{X -4- i)P = xP + Cl,xP'' -+- (fpXP-^ -+-... a^xP-"^ 4- . . . c?, 

(x + i)"» = X"* -f- Ci».T"»-* H- Ctar-^ ■+- -h es. 

Effectuons le produit. Le coefficient de x^ sera 

Ctn ^^ plpm— 1 _, fUrtm—i , /^m 

m ~t~ ^p^m "T" y>*py^m "+" • • • ^p » 

que Toa peut écrire 

D*autre part, le coefficient de af dans le développement de 
{x ■+- i)P^'^ est CK+p. On déduit, de là, Tidentité proposée. 

Remarque. — M. Tabbé Gélin nous a fait observer, avec rai- 
son, que la formule en question est un cas particulier d'une 
formule donnée par lui (Mathesis., tome VI, p. 177). 

Imaginons m -h p lettres partagées en deux groupes, Tun 
de m lettres, Taulre dep lettres. Pour obtenir les combinai- 
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sons simples ou complètes des m -^ p lettres n à n, on peut : 
1^ former les combinaisons des m lettres niin;^ former les 
combinaisons des m lettres n — i à n — i et les combinai- 
sons deâ p lettres une à une, associer chacune de celles-ci à 
chacune de celles-là; 3^ former les combinaisons des m lettres 
n — 2 à n — 2 et les combinaisons des p lettres deux à deux, 
puis associer chacune de celles-ci à chacune de celles-là; et 
ainsi de suite. 
On a donc : 

Gn r^ _i p»— Ipl •_ pn— 2n2 _, , pi 

m+p — ^^ "T- vim Up -h Um dp -h . • • H- Um. 

Il est bien entendu que, dans le cas des combinaisons sim- 
ples, n n'est supérieur ni à m ni à p. 

Si Ton fait n =: m, et si Ton observe que Cj^ = G^, on a la 
formule proposée. 

On trouve d'ailleurs cette formule dans une note de M. Ca- 
talan intitulée ; Sur une application de la formule du binô)ne 
aux intégrales eulériennes (1858). {Mélanges mathématiques, 1. 1). 

Nota. — Solutions analogues par MM. Leinekugel, du lycée Gbarle- 
macrne; Rezeau, Conducteur des Ponts et Chaussées, à la Roche-sur-Yon; 
Lhébrard du lycée de Montpellier. 



QUESTION 233 

Solution par M. H. Brocard. 



Soit r la courbe qui correspond à V équation 

(i) p = a tang w; 

lerayonvecleur qui part de >V origine rencontre F en A, puis 
V asymptote A (au bras correspûndant à ce point A) en B. Traçons 
la perpendiculaire à OB, au point B. Cette droite coupe Oy en G. 
soit D la projection de sur A. Démontrer que la tangente en A 
passe par le point N {autre que D), commun à la circonférence DAB 
et à la droite DG. (G. L.) 

De réquation (1) on déduit 

tang V = sin (t) cos <o, 
V désignant Tangle aigu TAB formé par la tangente AT en A 
avec OAB. 

JOURNAL DB MATH. SPiC* — 1890. 12« 
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On trouve facilement 

0C = ^^ i 

Bin 10 C08 bl 

doDC V = TAB = OGN = NDB. 



Le quadrilatère BAND est donc inscriptible à un cercle; ce 
qui établit la propriété eu question ("'). 
Nota. — Solutions diverses par MM. I. Beyena ei Rezeau. ' 



(■) La courbe T a déjà occupé l'altcnlion des géomètres depuis que les 
Nouvdles Atrnaks de M-iHtématiques ayaient proposé (Question 81, t. UI, 
1814) d'dlablir que cette courJDe tSIait fgiile à sa polaire par rapport à un 
cercle; mais, MM. Housel (t. XllI, 185i, p, 13Î et 135) et aenocchi (loc. 
cil. et t. XIV, 1S5Ï, p. 248 et 2î4) eut moDlré l'iuesactitudu de cette 
proposition. 

Des questions analogues ont élé également traitées par MU. Klein et 

On trouvera aussi {Joumal, 1887, p. 2i3) une note de l'auteur de U 
question 233, dans laquelle sont établies diverses constructions pour la 
Ungenle en un point de r. 
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QUESTION 236 

Violation par M. Largier, élèye en mathématiques spéciales 

au Lycée de Lyon. 



I 


»' 


y' 


= ±-L 


i y' 


y* 


I 


x' 


y' 


I y' 


y'* 


I 


a!" 


f 


zp 


I f 


y'"» 



ffun point M, on peut mener à une parabole donnée trois nor- 
males^ trouver le lieu du point pour lequel les pieds forment un 
triangle d*aire donnée. 

Soit y* — 2px = o, 

réquation de la parabole rapportée aux axes ordinaires. Con- 
sidérons un point P (X, Y); puis, menons, de ce point, les 
normales à la parabole. Soient («', t/'), (x", !/'), (x"\ x'")^ les 
coordonnées resper.tives des pieds de ces normales. Si A" est 
la valeur de Taire, on a 

A» = ± 
et, par conséquent, 

''* = -Tp^- y"^^' - y"^^ - y^- 

Les coordonnées des pieds des normales menées de X Y satis- 
font à réquation 

y« + 2p{p — X)y — 2p*Y = o. 
Le produit des racines de l'équation aux carrés des dif- 
férences, répondant à cetle équation, est 

4[8p»(p - X)«] + 27.4p*Y* = o. 
On a donc pour équation du lieu 

ft* = Sp(p - X)» H- 27p«Y«. 
La courbe correspondante est une cubique parabolique. Si 
A; = o, elle se confond avec la développée delà parabole, chose 
évidente a priori. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Balitrand, du lycée de Nîmes; 
Leinekugel, élève au lycée Gharlemagne; Gilly, à Nîmes; L. Rezeau 
Al. Couvert, du lycée Gondorcet. 
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QUESTION 239 

SolatioB par M. Rezbau, GSonducteur des Ponts et Ghaassées 

à la Roche-sur-Yon. 



Soit A un point pris sur une ellipse F, de centre 0. ff un point M, 
choisi sur la normale en K^ on peut mener ^ à F, trois autres nor- 
males^ dont les pieds appartiennent à un cercle A, dit cercle de 
Joachimsthal de centre û. Soient N le point de rencontre de AM 
avec le grand axe de F, et P la projecéion de M sur ce même axe. 
Démontrer que l'abscisse de Û est égale à la mmtié de NP. 

Déduire de celte remarque^ et d'autres propnétés connues^ la 
construction du cercle de Joachimsthal^ qui correspond aux points 
M et A. (G. L.) 

Soient k{x\ y'); M(a?i, t/J les points donnés. 
La normale en A, à Feilipse, a pour équation: 

a^x b*y 

— r = ^-^ 

x' y' 

Cette droite passe par le point M : donc Téquation précé- 
dente équivaut à 

a^jx - X,) b^iy - y,) 

7 -, = O. 

x' y' 

' ^ b^u*x' 

Pour y = o, NP = Xi — a? == \ . • 

D'un autre côté, Féquation du cercle de Joachimsthal, cor- 
respondant aux points A, M est : 

b^u.af^ a^x*v'^ bhux' — a^XiV' 

L'abscisse du centre de û est : 

I b^y.x' 



2 a^}f 



c'est-à-dire - NP. 

2 



Construction du cercle de Joachimsthal. — La même pro- 
priété existe pour l'ordonnée du centre de û; elle est égale 
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à - N'Q (N' étant le point oîi AM coupe le petit axe de Tellipse, 

et Q la projection de M sur ce même axe). 

Les coordonnées du centre de û sont donc connues. 

Le cercle de Joachimsthal, passant au symétrique de A, par 
rapport au centre de l'ellipse, est donc complètementdéterminé. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Louis Gazaly, étudiant à Tou- 
louse ; H. G. à Êtampes. 



QUESTION 240 

Solution par M. L. Gazalt, étudiant à Toulouse. 



Soimt \ et ula tangente et la normale en un point d'une 
conique, P le pôle de la normale n, d'une droite quelconque menée 
par P. Si la tangente en un point quelconque M de la conique, 
coupe la tangente t au point T, et que la perpendiculaire élevée 
en 0, à OM, coupe la droite d au point S; la droite ST passe par 
un point fixe B. delà normale n. 

Faisant coïncider le point M avec le point diamétralement 
opposé au point 0, on voit que le point H est le pied de la perpen- 
diculaire abaissée sur n, du point oii la droite d est coupée par la 
perpendiculaire élevée en 0, au diamètre passant en ce point. 

Corollaire. — Soient t la tangente en un point d*une conique, P 
le pôle de la normale correspondante, 8 la perpendiculaire abaissée 
du point P sur le diamètre passant au point 0. Si la tangente en 
un point M quelconque de la conique coupe la tangente t au point T, 
et que la perpendiculaire élevée en 0,à OM, coupe la droite 8 en S, 
ST est perpendiculaire à la tangente t. (d'Ocagne.) 

Je prends le point pour origine, t pour axe des a; et n pour 
axe Oy. 
L'équation de la conique est alors : aa;'+26aîy+cy*+2ei/=o. 

Les coordonnées du point P sont: p = o, *—""!• 
L'équation de la droite d est donc : y = m(x 4- ^j • 
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Soient al^ }f les coordonnées d'un point quelconque M de la 

V ce 
conique. OM a pour équation : — , = — ^ , l'équation de la 

y X 

perpendiculaire menée par est: -^ h- — = o. 

Les coordonnées du point S sont donc : 

— mey' 



a ~ 



P = 



Celles du point T : 



a := 



b{x' H- my') 

mex' 
h{xf -h my') 



T ^ ^ ^ by' 

p' = G. 

On a 0H=-^^^. 

a — a 

Remplaçant a, p, a' par leurs valeurs, il vient: 

^_ me^xY me . , 

OH = —7-7-; — - — r = r = constanto. 

exy {b — ma) b — ma 

Si M est sur le diamètre passant par 0, on voit que la tan- 
gente en M est parallèle à t, donc ST est perpendiculaire 
sur w; car Test rejeté à l'infini. 

Corollaire. — Si l'oa choisit la droite d de telle sorte que 
m = -, ce qui se fait en lui donnant une direction perpendi- 
culaire au diamètre passant en 0, on a OH = oo. Donc ST 
est parallèle à n, et, par conséquent, perpendiculaire à t. 

Nota. — Solutions diverses par MM. Bobn, maître répétiteur au collège 
de Verdun; Henry Armet (solution géométrique)^ lycée Saint-Louis ; L. Re- 
zeau; Leinekugel. 



QUESTION 241 

!ik>lation par M. L Rbzeau. 



Trouver le lieu du centre de gravité des points d* intersection 
d'une tangente variable à un cercle fixe avec les diagonales dun 
hexagone régulier donnée inscrit à ce cercle. (d'Ocagne.) 
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Rapportons le cercle circocscrit à l'hexagone à deux axes 
rectangulaires, ox correspondant à l'une des diagonales de 
l'hexagone considéré. 

Dans ce système, 

y = o, y — \fïx = o, y + y/ïx = o 
sont les équations des diagonales de cet hexagone. 

Soit ce cos a + y sin a — R = o 

l'équation d'une tangente quelconque au cercle. 



Les abscissesdespoints d'intersection de cette tangente avec 
les diagonales sont, respectivement, 

R R R 

cos a coa a + }/ï sin a. cos a — \/3 sin a ' 
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les ordonnées des mêmes points sont : 

Rv/3 - R v/3 



0, 



C08 a -h v/3 sin a cos a — y/i sin a 
Par suite, les coordonnées (X, Y) du centre de gravité sont : 

x=5f-^ + --r- — + ^— 1' 

3 Lcos a cos a + v 3 sin a ces a — y 3 sin aj 

Y = ^r u u 1. 

v/3 Lcos a + v/3 sin a cos a — v/3 sin aJ ' 

ou, en simplifiant, 

... __ R{cos* a — sin* a) 

(1) jL — 



ces a(cos' a — 3 sin* a) 

cos* a — 3 sm' a 
En éliminant a entre ces deux équations, on obtiendrait 
l'équation du lieu; mais ces formules déterminent, suffisam- 
ment, la courbe cbcrcbée; c'est une sextique unicursale, ayant 
la forme indiquée par la figure. 

Nota. — Solution analogue par M. Leinekugel. 



QUESTION 242 

Solution par M. Leinekugel. 



Construire la courbe F qui correspond aux éqaatiom : 
X cos t — sin t y cos t + sin t 

(1) - = ;; > - = ; j 

^ ^ a e' a e' 

dans lesquelles t désigne un paramètre variable. Montrer que F 
est une spirale logarithmique et vérifier que la développée de cette 
spirale est une courbe égale à F. (G. L.) 

Des formules proposées, nous déduisons 

ag* + y* _ 2 ^ y _ ï + tg ^ 
ô* ~ê*^' x~ i^ tg/* 
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D'où, en transformant en coordonnées polaires, 

tg (o = tg (450 + 0, 

P = e7y2. 
et, par suite, p = a\/2e<*5"-«). 

En faisant tourner Taxe polaire, de 45°, on a 

p = a'ôQ, 

en posant, a' — a\/^. 

Ainsi I' est une spirale logarithmique. 

Nous allons montrer que la développée de F est une courbe 
égale à F. 

L'équation d'une normale au point qui correspond à co == a, 
est 

- -- -; — cos (û — a) + —— sin (û — a), 
p ae« ae 

ou = cos (û — a) 4- sin (û — a). 

Pour obtenir Tenveloppe de cette droite, nous différentions, 
par rapport à a et nous obtenons 

= cos (Q — a) — sin (Û — a). 

P 
Il reste à éliminer a. Deux combinaisons évidentes de ces 

équations donnent 

p = a'e'\ 

Nota. —Autre solution par M. Clapier, étudiante la Faculté des sciences 
de Montpellier. 



QUESTION 245 

Sk^lation par M. Rezeau. 



On considère deux axes ox, oy et deux points m(x, y), M(X, Y) 
qui se correspondent de telle sorte que Von ait 

(1) xX = a«, yY = b«. 

Si m décrit une courbe U, te point correspondant M décrit une 
autre courbe Y; les tangentes à ces courbes^ aux points m, M 
coupent les axes^ respectivement y aux points p, q, P, Q. 
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Démontrer que Von a 

mp MP 

mq MQ 
Déduire, de là, le tracé par points et par tangentes des courbes 
qui se correspondent dans la transformation réciproque carté- 
sienne que définissent les formules (l). 

Applique}' la propriété en question aux courbes représentées par 
Véquation 

xV = Ax* 4- By*. (G. L.) 

1. — Soientm(a?i,yi) et M(X,,Y,) deux points qui se corres- 
pondent sur les courbes U et V. 

Soit f{x,y) = o réquation de la courbe U; n — , — j = o 

sera l'équation de la courbe V. 

La tangente à U, en m, est représentée par 

dx 

2/ - yi = - ^ (a? - a^O. 

dy 
On voit facilement que 

mp m^p di/i 

mq m^O df^ 

oc* — 



D autre part, mÔ = M;Ô = " dÂ 

^1 



dX. 



Mais 



On a donc 



Y ^ Y ^(-^\ V ^ 
*dY, _ * dy. \ r\) _ ^' dy. 

' dXj ' dxi \ Xf/ * dx^ 
mp MP 

mq MQ 



2. — Le tracé de la tangente en A, à la courbe V, point qui 
correspond au point m, de la courbe U, se déduit du tracé de 
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la tangente à cette dernière courbe, au point m, comme nous 
allons le montrer. 

Des formules (1), on déduit facilement la construction néces- 
saire pour obtenir m, connaissant M; et réciproquement. 




•m. 



3r P 



D'autre part, soit pq la tangente en m, à la courbe U. 
Le point P, oh la tangente, en M, à V rencontre ox, étant tel 
que M 

m^p M,P 

pour obtenir P il suffira de mener, par le point M, MP paral- 
lèle à IP, I étant le point d'intersection de OM avec mnii, 

3. — Soit à transformer, par la méthode précédente, la 
courbe représentée par Téquation 

x^y^ — Ax* -h Bî/«. 

L'équation de la transformée est : 

B6* X» 4- Ao*Y« - a*6* = o. 

Ces transformées sont donc des ellipses ou des hyperboles. 

Comme on sait tracer géométriquement la tangente à ces 
courbes, la méthode précédente permet de tracer les tangentes 
aux courbes données, et, en particulier, à la ^ret/3cu;n;e, qui cor- 
respond à l'ellipse, dans cette méthode de transformation (*). 



(*) Voyez plus loin, p. 288, un tracé de la tangente à la Kreuzcurve. 
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QUESTION 248 

Solution par M. H. Brocard. 



Du pôle S d'une normale en M à une ellipse donnée on abaisse 
une perpendiculaire sur le diamètre OM qui passe par ce point : 
cette droite rencontre en P ce diamètre; en Q, la normale en M à 
r ellipse, et en R la perpendiculaire abaissée du centre de V ellipse 
sur la tangente en M à cette courbe. On demande les lieux décrits 
par P, Q, R, et V enveloppe de la droite PQR, lorsque M parcourt 
r ellipse donnée. (Mannheim.) 

1. — Soit 9 Tanomalie excentrique d'un point M de Tellipse. 
La normale en ce point M(a? = a cos c^, y z^ b sin 9) a pour 
équation 

(1) by cos (p — ûfa? sin <p + c^ sin 9 cos 9=0. 
Identifiant cette équation avec celle de la polaire d'un point 

(2) a*py -h b^oLX — a^b^ — o, 

on trouve, pour coordonnées du pôle S de la corde MN : 

a' , V 

c' cos 9 c* sin 9 

Ainsi, le lieu S est mvlq Kreuzcurve correspondant à l'équation 
(4) (S) a«^'» 4- 6«a« = c*a«p«; 

résultat bien connu. Cela posé, l'équation de OM est 

(o) 2/ = -7 tang 9, 

et celle de la perpendiculaire SP, 

6' a / a^ \ 

(6) y -+- — -: — -= - T cotg 9 (x — T — , 

"^ c* sin 9 b ^ ^ \ c* sin 9/ 

ou 

(7) by sin 9 -h aa? cos 9 = a* -h 6*. 
On en conclut, pour la courbe (P), l'équation 

(8) (P) c == : - v/«* sin* to -f- 6« ces» w. 
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La courbe correspondante est fermée, contrairement à ce 
que Ton pourrait supposer d'après les variations des coor- 
données du point S lesquelles peuvent prendre des valeurs 
infinies. 

De même, 

2. — Le lieu des points Q aura pour équation le résultat de 
l'élimination de (p entre les équations (1) et (7), ou de tang <p 
= t entre les deux équations 

( [tax - byy{i + t^) - c*/« = o, 

^^ ( {% -H a^y - (a' + ^*)*(i -♦- t*) = o, 

du quatrième et du deuxième degré. 

3. — Le lieu du point R est plus simple à obtenir. En effet, 
on a, pour déterminer ce point, les équations (7) et 

bx 
!/ = - — cotg?, 

Par conséquent, le lieu (R) a pour équation 



a* + 6* \/a^ sin* w + 6* cos« w 

(R) p = : • 

c* sin 0) cos (o 

4. — L'enveloppe de la droite SPQR est la podaire inverse 
de la courbe (P); mais Téquation (7) peut s'écrire 

/«(6»y« — d*) 4- 2abxyt -H a*x* — rf* = o, 
avec d* = a' + 6*. 

L'enveloppe de la droite SPQR est donc représentée par 
(B* - 4AG = o), 

équation d'une ellipse, rapportée aux mêmes axes que la 
proposée. 

Nota. — Solutions analogues par M. l'abbé H. Ropert, professeur à 
GuéraDdc; E. Boh», maître répétiteur au collège de Verdun. 
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QUESTION 253 

Solution (*)• 



Dans cette .question, dont il est inutile, d'après la rédac- 
tion qui suit, de reproduire ici l'énoncé (V. Journal 1888, 
p. 216) on proposait, en résumé, Télude d'une transformation 
des figures, transformation ainsi définie. 

On donne deux droites sécantes ox, oy et une courbe U; une 
tangente à la courbe U, au point m rencontre les droites données 
aux points Â, B. Les parallèles menées par ces points^ amc droites 
ox, oy 5e coupent en un certain point M. Ainsi, à m correspond 
M; à la courbe U, une autre courbe déterminée V. 

Soient Xy y les coordonnées de m, la tangente en ce point, 
à U, a pour équation : 

Par suite, les coordonnées du point correspondant M sont: 

dx dx 

Le coefficient angulaire de la droite Mm est donc : 

(1) Y - y _ \dxj 

x 

Je dis que la tangente enM à V est conjuguée harmonique 
de Mm, par rapport aux directions MA, MB. Pour établir cette 
proposition, il faut montrer que son coefficient angulaire est 
égal et de signe contraire à celui de Mm. Les formules (M) 

(*) Nous D^avons reçu qu'une solution de cette question; mais elle 
renfermait plusieurs erreurs. 



donnent : 
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" dx dx dx 
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^^ + Xd.^ = xd.^-^dx.f-dy^x-d.p. 



dx ' ^'dx 
On en déduit : 



dx 



dx 



dx 



_^dy X _ X fdyv^ 
~" rfa? X — a? y \dx/ 



-— V 



dX dx X — X y 

La comparaison des formules (1), (2) prouve le théorème 
énoncé. 

On peut maintenant indiquer, entre autres, deux applica- 
tions de cette méthode de transformation, 
i*^ Si V est une droite ayant pour équation 

bX -h àY = ah, 
la courbe correspondante U est représentée par 

{bx -\- ay — ahY = /{abxy. 
Cette courbe U est une parabole, tangente aux droites ox, oy, 

aux points oh elles sont 
coupées par V. Ce résultat 
est bien connu, et peut 
se démontrer géométri- 
quement, très simple- 
ment. 

2® Si V est une conique 
représentée par 

Aaj* + By" = i , 
réquation de la tangente 
" ô \ au point x' y\ est 

^ kxx' -4- Byy' = i . 

On a donc, pour les coordonnées du point correspondant M, 

— Y = — 

kx' ' Bj/' ' 

avec la relation kx'^ -h By'* = i . 

Le lieu cherché est donc la quartique dont Téquation est 

ABX«Y« = AX« + BY» (*). 




X = 



(•) L'énoncé, par une erreur d'impression, portait X*YS au lieu de ABX» Y*. 
Lhomogénéité, non vérifiée, rendait Terreur manifeste. G. L. 
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C'est réquation d'une Kreuzcurve droite ou oblique, selon que 
les axes des coordonnées sont rectangulaires ou obliques. 

Pour avoir la tangente en M, à la Kreuzcurve, nous obser- 
vons que les droites MB, Mm, Ma, et la tangente inconnue, 
formant un faisceau harmonique, le point {/. où cette tangente 
coupe AB est le conjugué haimoniquè de m, sur AB. 

Cette propriété remarquable permet de construire, par points 
et par tangentes, par un tracé très simple, les Kreuzcurves, 
droites ou obliques. 

Dans les cas où yox est un angle droit, 0[jl est symétrique 
de om par rapport à ox ; cette remarque simplifie, pour laKreuz- 
curve droite, le tracé de la tangente. 

Pour la Kreuzcurve oblique, on doit prendre le point m', où 
la parallèle à oy, menée par m, rencontre Tellipse U; Om' coupe 
AB au point ^l qui appartient à la tangente en M. 



QUESTION PROPOSEE 



305. — On donne deux droites rectangulaires. Ox, Oy. Par 
l'origine 0, on fait passer une circonférence F de rayon 
invariable. Soient A, A' deux droites parallèles aux axes et 
tangentes à F. La droite qui joint le point au point de 
concours des droites A, A' coupe F en un certain point I, dont 
on demande le lieu géométrique. G. L. 



Erratum. — Ajouter à la question 298: si a,, a„ ... a,| sont des qtumtités 
de même signe. 

Dans tous les cas, VéqiMtion n'a pas plus de deux racines imaginaires. De 
plus, sa dérivée a toutes ses racines réelles et, parmi celles-ci, une est nulle. 



Le Directeur-gérant, 

G. de LONGGHAMPS, 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 2::6UH1-9Û. 
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